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Apresentacao

A ideia original de escrever esse livro veio do fato de que a disciplina denominada
Introdugdo a Algebra, para alunos do primeiro periodo do curso de Licenciatura em
Matematica do IFMG - Campus Formiga, ndo possuia uma bibliografia tnica que
contemplasse todos os contetidos da sua ementa. Isso gerava muitos incomodos para
professores que a ministravam e também para os alunos, pois era necessdrio a utilizacao
de muitos livros, cujas linguagens e niveis eram bem diferentes.

Essa disciplina tem como principal objetivo rever de forma qualitativa alguns im-
portantes topicos de dlgebra ja estudados no ensino médio pelos académicos, mas
trazendo uma teoria que ja contenha a justificativa de alguns resultados por meio de
demonstracdes e que essas também comecem a ser feitas pelos proprios estudantes.

O livro é parte fundamental de um projeto de extensdao desenvolvido em nosso
campus de marco de 2015 a junho de 2016, com a finalidade de estudar os conteudos da
disciplina com académicos do curso de matemadtica e também, disseminar a utilizacao
do sistema de editoracdo de textos BKIgX (para a comunidade interna e externa ao
IFMG), que foi o sistema utilizado na confeccao deste material, com a classe abnTgX2.

Boa parte dos contetidos abordados no livro sdo baseados nas notas de aula dessa
disciplina, quando a ministrei nos anos de 2014 e 2015, sendo que as mesmas foram
ampliadas e revistas. Além disso, teve-se uma grande ampliacdo no nimero de exer-
cicios apresentados aos alunos, sendo que, no total, o material aqui disponibilizado
conta com 310 exercicios.

No Capitulo 1 sao apresentadas algumas das principais técnicas de demonstragao
matemadtica baseadas em principios de logica, além da apresentacdo de uma tabela
com os simbolos matematicos mais utilizados em todo o livro. Ele ndo tem a minima
intencao de ser considerado como um curso de l6gica ou de técnicas de demonstracao,
sendo simplesmente uma descri¢cdo sucinta desses temas, de forma que os académicos
tenham pelo menos uma visao geral de alguns principios de l6gica e de demonstracao,
além da oportunidade de j4 se familiarizarem com os principais simbolos matemaéticos
usados ao longo do texto.

O Capitulo 2 apresenta uma visdo geral da teoria de conjuntos, em particular a dos
conjuntos numéricos. Esse capitulo é provavelmente o que mais envolve atividades
de demonstracdes para os académicos, além de apresentar a utilizacao mais densa de
notag¢oes e simbolos matematicos, de forma a auxiliar o académico a se tornar mais
capaz de utiliz4-los na resolucao de problemas e demonstracoes.

Uma revisdao detalhada sobre potenciacao e radiciacao é feita no Capitulo 3, sendo
que muitos detalhes sobre os resultados sdo destacados no texto, com a finalidade
de que os académicos ndo facam confusao entre os resultados ou que generalizem
resultados de maneira equivocada.

O Capitulo 4 descreve de forma simplificada o conjunto dos nimeros complexos,
apresentando a definicao deste conjunto e algumas de suas propriedades. Com isso,
tem-se base para o entendimento do Capitulo 5, onde sdo estudados os polinémios e
suas caracteristicas, sendo que suas raizes, e/ou coeficientes, podem ser complexos.

No Capitulo 6 é feito o estudo das expressoes algébricas e fracionérias, suas classifi-
cacgoes, minimo multiplo comum entre essas expressdes e suas principais operacoes,
formas de fatoragdo de expressoes algébricas inteiras, além da simplificacdo de fragoes
algébricas.

Uma descricao sobre matrizes € feita no Capitulo 7, sendo que o primeiro contato é
feito pela utilizacdo pratica da ideia de matriz para registrar um conjunto de dados de



uma avaliacao fisica. Em seguida, a definicdo detalhada de matriz é feita, suas principais
propriedades sdo apresentadas, assim como seus principais tipos e operacoes.

O Capitulo 8 é dedicado ao estudo dos sistemas lineares, onde sdo exibidos a defini-
¢do de um sistema linear, sua representagdo matricial, interpretacdao geométrica para
sistemas de 2 incégnitas e trés métodos de resolucao, que sao: substituicao, Gauss e
Gauss-Jordan.

No Capitulo 9 apresentamos a regra de Sarrus e o Teorema de Fundamental de
Laplace para obtencdo de determinantes, incluindo as principais propriedades do
determinante. Além disso, é dado o conceito de matriz inversa, sao discutidas duas
formas de obtencao desse tipo de matriz e apresentadas algumas de suas propriedades.

Finalizamos com o Capitulo 10, onde exibimos as respostas de praticamente todos
(dos muitos) exercicios disponibilizados ao final de cada capitulo do livro, sendo que,
para vérios deles, também sdo disponibilizadas algumas dicas de resolucao.

Enfim, esse livro, por apresentar muitos temas geralmente estudados nos ensinos
fundamental e médio, pode ser utilizado por professores ndao apenas do ensino su-
perior, em disciplinas mais introdutérias, como é o caso de Introducdo a Algebrano
IFMG - Campus Formiga, mas também na educacao bdsica, onde caberé ao professor,
saber dosar o que é realmente necesséario ser apresentado aos alunos, dependendo da
maturidade das turmas e dos curriculos de cada uma delas.

Peco a gentileza de que caso erros sejam encontrados nesse material ou sugestoes
de alteracoes sejam necessdrias, enviem mensagem para o endereco

sergio.domingues@ifmg.edu.br

que terei prazer em analisar o que foi solicitado, corrigir eventuais erros e efetuar altera-
¢oes na medida do possivel.

José Sérgio Domingues
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CAPITULO

Introducao as Técnicas de
Demonstracao

1.1 Introducao ao raciocinio l6gico matematico

Pensar logicamente é muito mais importante do que se imagina, principalmente
quando se trata de ciéncia. No nosso dia a dia o raciocinio légico é, geralmente, deixado
de lado. Veja uma frase obtida na embalagem de sorvete:

Temperatura de conservacdo: —10°C, ou mais.

Ora, aluz da légica, manter o sorteve a —10°C (ou mais), significa que valores acima
de —10°C sao aceitos, como por exemplo, —=5°C, 0°C, 10°C ou até mesmo 200°C, ja que
200 > —10, o que é, claramente, um absurdo!

Nesse caso, o fabricante ndo observou que o certo seria que a temperatura de
conservacao deveria ser: —10°C, ou menos.

Como j4 foi mencionado, erros desse tipo podem ser de grande prejuizo a ciéncia, e
por isso, nesse capitulo, descreveremos (mesmo que de forma sucinta) os principios
bésicos do raciocinio l6gico matematico, que sdo muito uteis para o entendimento dos
proximos capitulos.

Nessa secao vamos nos dedicar ao entendimento do conceito de proposicao e suas
propriedades.

Proposicao

Entende-se como proposicao, qualquer sentenca declarativa, expressa por palavras ou
simbolos, e que deve exprimir um pensamento de sentido completo.

Exemplo 1.1
a) Merctrio € o planeta mais préximo do Sol.
b) Alua é feita de queijo.
c) 2+9=11.

d) A drea de um retangulo delados ae b é ab.
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e) a’> 0 para todo niimero inteiro a.

Dizemos que uma proposicao tem valor légico verdadeiro, simbolizando por V,
quando ela for verdadeira. Quando ela for falsa, dizemos que ela tem valor 16gico falso
e simbolizaremos por E

Dois principios fundamentais sao adotados como regras na l6gica matematica:

1. Principio da Nao Contradicao: Uma proposi¢do nao pode ter valor 16gico Ve F
simultaneamente.

2. Principio do Terceiro Excluido: Toda proposi¢do ou tem valor légico V ou valor
l6gico E ndo havendo uma terceira possibilidade.

Com base nos principios fundamentais, pode-se concluir que toda proposi¢ao
admite um tnico valor l6gico: Vou E

Exemplo 1.2 Vejamos algumas proposigoes e seus respectivos valores logicos.

a) 4<7 (V) b) Dois é um ntimero inteiro. (V)
c) 11#11(F) d) Treze é um nimero par. (F)
e) 3 éum divisor de 11. (F) f) BH tem menos de 5000 habitantes. (F)

g) 2+1é5.(F) h) Todos os ntimeros inteiros sdo pares. (F)

Definicdo 1.1 (Proposicdo simples) E aquela que nédo possui outra proposicdo como
parte de si mesma.

As proposicoes simples sdo geralmente representadas com letras mintsculas do
nosso alfabeto.

Exemplo 1.3
a) p:12éprimo.
b) g: O carro é branco.

Defini¢do 1.2 (Proposi¢do Composta) E uma proposicao formada pela juncdo de duas
ou mais proposigoes, por meio dos conectivos e (A), ou (V) e se..entdo (—).

As proposicdes compostas sdo geralmente representadas com letras maitsculas do
nosso alfabeto.

Exemplo 1.4

a) R=pAg:12éprimo e o carro é branco.
b) S=pvV g:12éprimo ou o carro é branco.

c¢) T=qg— q:Sel2éprimo, entdo o carro é branco.
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Observacao 1.1 O conectivo OU ndo possui sentido exclusivo. Por exemplo, na afirma-
cdo: “Meu amigo estuda matemdtica ou biologia’, pode ser que esse amigo estude apenas
matemdtica ou apenas biologia ou até mesmo, que estude ambas. De maneira geral, a
proposicdo “p ou q” significa “p ou q ou ambos’. Dessa forma, para que o valor légico
de uma proposicdao composta gerada por esse conectivo tenha valor logico V, basta que
uma das proposicoes que a compoem tenha valor V.

Exemplo 1.5 Proposicoes compostas geradas pelo conectivo E nas letras a), b) ec) e pelo
conectivo OU nas letras d), e) ef), todas com seus respectivos valores logicos.

a) p:5>2(V), q:2#4(V), prng:5>2¢e 2#4.(V)
b) p: —2<1(V), g: (-2?<(-1? (), pAg: -2<-1e (-2)?>< (-2 (F)

¢ p:3>7(F), qg:5épar(F), panq:3>7 e 5épar. (F)

e) p: (=1)>>(=2)2(F), g:4>1(V), pvg: (-1)>>(=3)?> ou 4>1. (V)

f) p:9 é quadrado perfeito. (V), ¢g: 5+1=3-2.(V), pvg:9 équadrado

p

p

d) p:7épar. (F), g:8éimpar. (F), pvg: 7épar ou 8¢éimpar. (F)

p

p
perfeito ou 5+1=3-2. (V)

Os casos a), b) e c) apresentados no Exemplo 1.5 ilustram os seguintes fatos:
- Se p e g tem valores l6gicos V, p A g também tera.

- No caso onde um dos valores légicos for F, p A g terd valor logico F.

- Se p e g tiverem valores logicos F, entdo p A g também tera.

Em outras palavras, o valor légico de p A g serd V apenas quando p e g também fo-
rem V, pois o conectivo E significa que obrigatoriamente as duas proposicoes precisam
acontecer.

J4 os casos d), e) e f) ilustram que para o valor l6gico de p v g ser V, pelo menos
uma das proposicoes deve ter valor légico V.

Os possiveis casos para p A g e p V g podem ser vistos na Tabela 1, denominada de
tabela verdade.

Tabela 1 — Tabela verdade paraoscasos pA g (peq)epV q (pou q).

pl4q|prq | pPVqg
V|V \% \Y
V| F F \Y
F|V F \Y
F|F F F

Definicao 1.3 (Negacao) Seja p uma proposigdo qualquer. A proposi¢cdo “nao p” (indi-
cada por ~p), é a negacao de p e tem valor légico contrdrio ao de p.

Exemplo 1.6 Exemplos de algumas proposicoes e suas negagcoes.
a) p:vVa=2(V) ~p:VA#£2(F)
b) p:80 éimpar. (F) ~p:80épar (V)
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c) p:2>1(V) ~p:2=<1(F)
d) p:Todo niimero primo é par. (F) ~ p: Existe algum nimero primo impar. (V)
e) p:x+10>x+4V xnatural.(V) ~ p:x+10< x+4 paraalgum x natural. (F)

f) p:Merctrio ndo é um planeta. (F) ~ p: Merctrio é um planeta. (V)

Observacdo 1.2 Atente para o fato de que a negagdo apenas da expressdo “para todo” é
a expressdo “para algum” e a negagdo apenas de “para algum” é “para todo”. Um exemplo
disso é visto nos itens d) e e) do Exemplo 1.6.

Exemplo 1.7 Obtenha a negagdo das proposicoes compostas:
a) P:Ameiaé azul E o ténis é preto. ~ P: A meia nao é azul OU o ténis ndo é preto.

b) Q:x=-20U x=3. ~Q:x#-2Ex#3.

Observacao 1.3 Pelo Exemplo 1.7 percebe-se que a negagdo de E é OU e que a negacdo
de OU é E. Contudo, observe que, para negar a proposi¢do composta também é necessdrio
negar as proposigoes que a compoem. Para o item b), por exemplo, foi necessdrio, além
de negar o OU com o E, também negar x =2 ex=3 comx # -2 ex # 3.

A ideia apresentada na Observacao 1.3 faz parte das chamadas Leis de De Morgan
dalégica, representadas simbolicamente como:

~PeQ=FPou(~Q ~PouQ=(~Pe(~Q.

Proposicao Condicional

Uma proposicao do tipo “se p entdo g” (representada por: p — ¢q) é denominada
proposigao condicional, ou simplesmente, condicional. Em uma condicional o valor
l6gico serd F apenas quando os valores logicos de p e g forem V e F, respectivamente.
Sendo assim, para qualquer outra situacao o valor légico da condicional serd V.

Exemplo 1.8 Exemplos de proposi¢oes condicionais a partir de duas proposigoes, p e q,
com seus respectivos valores logicos.

a) p:2>1.(V), g:4>3.(V), p—q:Se2>1,entdo4>3. (V)
b) p:6<2.(F), g:3#3.(F), p— ¢g:Se6<2,entdo3#3. (V)
¢ p:5#8.(V), q:3<2.(F), p— q:Se5#8,entdo3<2.(F)
d p:1-2=1.(F), q:7>6.(V), p—q:Sel-2=1,entdo7>6. (V)

A tabela verdade de uma proposicao condicional também pode ser montada, con-
forme se vé na Tabela 2.

Tabela 2 — Tabela verdade para uma proposicao condicional p — ¢ (Se p entao q).

plg pP—4qg
VIV \Y
V|F F
F|V A%
F|F \Y
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Definicao 1.4 (Hipotese e Tese) Em uma condicional p — q, a parte p é denominada
hipétese e a parte q é a tese, que muitas vezes sdo representadas nas formas resumidas H
e T, respectivamente.

Exemplo 1.9 Seja a condicional:
“Se x representa um numero inteiro negativo, entdo —1 - x é positivo.”
Entdo tem-se que:
* (H): x representa um niimero inteiro negativo;
* (T): —1-x épositivo.
Outra proposicao condicional que pode ser formada a partir de p — ¢ é a sua

reciproca, dada por: ¢ — p, isto é, “Se g entdo p”. No Exemplo 1.9 a reciproca da
proposicao apresentada serd

Se —1-x é positivo, entdo x representa um numero inteiro negativo.

Proposicao Bicondicional

Quando se faz a juncdo de uma condicional e a sua reciproca, tem-se a chamada
proposigao bicondicional, ou simplesmente, bicondicional. Ela é representada por
p — q (1&: “p se, e somente se, g”). Vejamos um exemplo:

Exemplo 1.10 Considere a proposigdo:
“x é par se, e somente se, x é divisivel por 2.”

Nela, pode-se considerar as proposi¢oes p: x é par, e q: x é divisivel por 2. Logo, ela é
equivalente a p — ¢, que pode ser pensada como:

* (p — q) Se x é par, entdo x é divisivel por 2, e
* (q — p) Se x é divisivel por 2, entdo x é par.

Uma bicondicional p —— ¢ terd valor l6gico V quando p e g tiverem valores iguais
e terd valor logico F quando os valores légicos de p e g forem diferentes. A Tabela 3 é a
tabela verdade de uma bicondicional.

Tabela 3 — Tabela verdade para p —— ¢ (p se, e somente se, q).

Plg pP—1q
VIV \Y
V| F F
F|V F
F|F \Y

Exemplo 1.11 Vejamos alguns exemplos de bicondicionais e seus valores légicos.

a) p: V3e€Q.(F) e ¢:-1eN.(F).Logo:

p—4q: \/ge@se,esomentese, -1eN. (V)
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b) p: V5el.(V) e gq:1eN.(V).Logo:

p—4q: \/gellse,esomentese, 1eN. (V)

c) p:4>1.(V) e gq:7#7.(F).Logo:

p—(q:4>1se esomentese, 7#£7. (F)

d p:vV9=-3.(F) e gq:8-1=7.(V).Logo:

p—4: V9 =-3se, e somente se, 83—1=7. (F)

O simbolo de implicagao (=)

Considere duas proposicoes p e g. Diremos que a proposicdo p implica a proposicao g,
quando o valor l6gico da condicional p — ¢q for V, ou seja, quando ndo ocorrer o caso
onde os valores de p e g sdo V e F, respectivamente. Nesse caso, a notacao sera:

P=4q

que também pode ser lida das formas “Se p, entdo q.” e “pimplica g”, como € o caso
dos itens a), b) e d) do Exemplo 1.8.

O simbolo de equivaléncia (<)

Quando o valor l6gico da condicional p «—— ¢ for V, isto é, quando os valores logicos de
p e q forem iguais, diremos que a proposicao p é equivalente a proposicao g. A notacao
utilizada serd

p—4q

que pode ser lida como “p, se e somente se, g.” ou “p é equivalente a q”. Os itens a) e
b) do Exemplo 1.11 representam proposicoes equivalentes.

Os simbolos de implicacdo e equivalencia sao muito utiliados na representacao de
diversos tipos de teoremas, como veremos na Secao 1.4, pois nesses casos, sabe-se que
os resultados apresentados sao verdadeiros, o que confere o valor 16gico V as proposi-
¢des compostas que formam os teoremas.

Nesse capitulo, apenas os conceitos e resultados estudados até aqui ja dardo bom
subsidio para o entendimento dos tépicos apresentados nos préximos capitulos, espe-
cialmente no que se refere a criacao de uma capacidade demonstrativa de resultados
matemadticos. Contudo, mais detalhes e resultados sobre Logica Matemdtica podem ser
obtidos em nossas referéncias [1, 2, 3, 4].
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1.2 Axiomas e tipos de Teorema

Muitas ciéncias importantes como a Quimica, Fisica e Biologia, denominadas exatas
empiricas, fazem algumas de suas demonstracoes por meio de observacoes experimen-
tais e testes. Esse ndo é o caso da Matematica, onde observacoes experimentais servem,
apenas, para “indicar” ou “nos questionar” se determinado conjunto apresenta uma
certa propriedade, mas isso nao € aceito como demonstracao.

Como exemplo, observe a sequéncia de igualdades:

4=2+2,6=3+3,8=3+5,10=5+5,12=5+7,14=7+7,16=5+11, 18=7+11

Nela, percebe-se que todos 0s nimeros pares maiores que 2 € menores ou iguais a
18, foram escritos como soma de dois niimeros primos'. Se continuarmos a pegar os
préximos niimeros pares maiores que 18, veremos que € possivel escrevé-los, também,
como soma de dois primos. Isso “indica” que:

Todo numero par maior que 2 pode ser escrito como a soma de dois ntimeros primos.
(Conjectura de Goldbach)

O termo “indica” significa que essa propriedade talvez seja verdadeira, pois para to-
dos os casos testados até um determinado valor, ela funcionou. Contudo, como existem
infinitos nimeros pares maiores que 2, para que se tenha certeza que esse resultado é
sempre verdadeiro, é necessdrio demonstrar que qualquer um desses infinitos nimeros
pode ser escrito como soma de dois primos.

E claro que, como o conjunto de valores a serem testados é infinito, nesse caso,
nao é possivel testar todos da forma como foi feito na sequéncia de igualdade acima.
Isso significa, que para se demonstrar esse resultado é necessdrio se pensar em uma
forma que possibilite provar a propriedade para todos os casos possiveis, sem ter que
considerar nimero por nimero.

Saber demonstrar que alguns resultados sdo verdadeiros, ou procurar formas de
demonstrar que alguns sdo falsos é de extrema importancia na matemadtica, mesmo que
o resultado pareca obviamente verdadeiro, ou falso. Alids, tome cuidado com isso, pois
muitas vezes vocé pode se deparar com um resultado que aparentemente é verdadeiro,
mas que na realidade pode ser falso. Um 6timo exemplo para ilustrar esse fato é a
proposic¢ao:

O conjunto dos niimeros naturais, N = {1, 2, 3, 4, ...}, possui mais elementos do que
o conjunto dos nuimeros pares positivos, P = {2, 4, 6, 8, ...}.

Apesar da proposicdo anterior aparentar, obviamente, ter o valor légico V, é possivel
utilizar um resultado matematico, relativo a bijecao de funcoes, para provar que, na
realidade, seu valor légico é F e que esses dois conjuntos possuem a mesma quantidade
de elementos. Mais detalhes em [7, p. 9-10].

Sendo assim, € necessario ndo se deixar levar pelas aparéncias de que uma proposi-
¢do deve ser obviamente verdadeira ou falsa.

Para se poder pensar em como se fazer uma determinada demonstracao, é necessa-
rio, antes de tudo, conhecer as principais técnicas demonstrativas, e esse serd o principal

! Numeros inteiros positivos maiores do que 1 e com exatamente dois divisores: 1 e ele mesmo. Mais

detalhes sobre esses niimeros podem ser obtidos em [5, 6].
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objetivo da Secao 1.4. Antes disso, apresentamos algumas definicoes importantes e
uma tabela com os principais simbolos matematicos usados nesse texto.

Definic¢do 1.5 (Axioma) E uma proposicéo que se assume como verdadeira e que néo
precisa de prova.

Os axiomas e defini¢cOes tedricas sdo usados para demonstrar vérios resultados:
Teoremas, Proposicoes, Corolarios e Lemas.

Definicdo 1.6 (Teorema) E uma proposicdo que pode ser demonstrada a partir de defi-
nicoes e axiomas, e também por teoremas jd demonstrados.

Os teoremas podem ser divididos em categorias, de acordo com a importancia do
resultado:

Definicdo 1.7 (Proposicdo) E um teorema de menor destaque.

Definicao 1.8 (Coroldrio) Resultado facilmente obtido como consequéncia de um teo-
rema ou proposi¢ao.

Definicao 1.9 (Lema) Resultado obtido com a finalidade de auxiliar na demonstra¢do
dos teoremas ou proposigoes.

Mas como saber se um resultado serd um teorema, proposicao ou coroldrio?

Nao existe uma regra que permita mensurar a importancia de um resultado. Por isso,
um mesmo resultado pode aparecer como teorema em um texto, proposicdo em outro
texto e até mesmo como coroldrio.

Além dos termos ja definidos anteriormente, em matemaética dois outros termos
figuram constantemente e seus significados sdo pouco conhecidos: conjectura e para-
doxo.

Definicdo 1.10 (Conjectura) E um resultado que acredita-se ser vdlido, mas que ainda
nao foi demonstrado. Se a demonstracao for feita, passard a ser um teorema.

Um exemplo famoso € a ja discutida Conjectura de Goldbach, que ainda ndo possui
demonstracao, apesar de que todos os testes ja feitos para nlimeros pares extremamente
grandes tenham indicado que ela seja verdadeira. Uma referéncia muito interessante, e
que narra a tentativa de uma vida inteira de um matemaético grego em demonstrar esse
resultado € o livro “Tio Petros e a Conjectura de Goldbach” [8].

Defini¢do 1.11 (Paradoxo) E uma declaracdo aparentemente verdadeira que levaauma
contradigdo logica, ou a uma situagdo que contradiz a intuigdo comum.

Exemplo 1.12 Observem dois exemplos de paradoxos:

a) O melhor improviso é aquele que é melhor preparado.

b) O queijo suico é conhecido por ter muitos buracos. Assim, quanto mais queijo,
mais buracos. Porém quanto mais buracos, menos queijo. Logo, quanto mais
queijo, menos queijo!
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1.3 Principais simbolos utilizados

A matemadtica moderna é essencialmente uma ciéncia simbdélica. Na secao anterior,
varios simbolos matematicos foram apresentados e, além deles, muitos outros serdao
utilizados indiscriminadamente em todo o restante do texto desse livro.

Uma lista com os principais simbolos aqui utilizados, juntamente com seus signifi-

cados, é apresentada na Tabela 4.

Tabela 4 — Principais simbolos matematicos utilizados nesse livro e seus respectivos

significados.

Simbolo

Significado

v

W+ s m

N N\ N

U IU B U

tq ; ou |

~
Q

B ou c.q.d

ﬁ%=©NZ&ﬂ~ﬂU'|i:

Para todo
Pertence

Nao pertence
Existe

Nao existe

Existe um tnico
Esta contido

Nao esta contido
Esta contido ou € igual
Contém

Nao contém
Contém ou é igual

Estda contido e € diferente (subconjunto préprio)
Contém e é diferente (subconjunto préprio)

Tal que
Isto é

Fim de uma demonstracao (lé-se: como queriamos demonstrar)

Portanto (ou:logo)

é igual por definicdo

implica que (ou: Se... entao)

é equivalente a (ou: Se, e somente se)
Nao implica que

Conjunto vazio

Conjunto dos nimeros naturais
Conjunto dos ntmeros inteiros
Conjunto dos numeros racionais
Conjunto dos numeros irracionais
Conjunto dos ntimeros reais
Conjunto dos nimeros complexos

Na préxima secao passaremos para o entendimento de algumas das principais

técnicas de demonstracao.
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1.4 Técnicas de demonstracao

Teoremas, proposicdes, coroldrios, lemas e conjecturas sempre sao apresentados como
relacdes de implicacao ou de equivaléncia, ie, p = g ou p < ¢q. Cabera ao leitor a
funcao de identificar qual parte do teorema é a hipétese, p, e qual é a tese, g. Vejamos
alguns exemplos:

Exemplo 1.13

a) (Teorema de Pitdgoras) Se a é a hipotenusa e b e ¢ sdo os catetos de um tridngulo
retangulo, entdo a® = b + ¢*. Nesse teorema, tem-se que:

— Hipdtese (H): a é a hipotenusa e b e ¢ sdo os catetos de um tridngulo retangulo;
— Tese(T): a® = b® + c2.

b) (Conjectura de Goldbach) Todo niimero par maior do que 2 é a soma de dois niimeros
primos. Entdo:

— Hipétese (H): numero par maior do que 2;

— Tese (T): é a soma de dois ntimeros primos.

Demonstracao Direta

E a mais natural técnica de demonstracdo. Para o caso p = ¢, se baseia em consi-
derar que a hipo6tese p é verdadeira e, a partir disso, com base em uma sequéncia de
argumentos logicos verdadeiros, concluir que a tese g também € verdadeira.

Ja no caso p <= ¢, basta lembrar que ela pode ser considerada como p = qg e
g = p, sendo que, cada um desses casos deve ser verificado conforme descrito no
parégrafo anterior.

Observacao 1.4 (Ida e Volta) No caso p < q, é comum denominarmos a demonstra-
¢do da parte p = q de “ida” e da parte q = p de “volta’. Portanto, no caso de uma
relacdo de implicacdo deve-se demonstrar apenas a ida, e, no caso de uma relagdo de
equivaléncia deve-se demonstrar a ida e a volta.

Vejamos dois exemplos da aplica¢do desse método de demonstragdo, um para uma
afirmacao implicativa e outro para uma afirmacao de equivaléncia. Mas, antes disso,
como parte do raciocinio légico a ser utilizado nessa secao, apresentamos o conjunto
dos ntimeros inteiros

zZ=1...,-2,-1,0,1,2, ..}

juntamente com uma definicdo muito importante.
Definicao 1.12 Seja x um niimero inteiro par e y um ntimero inteiro impar. Entéo:

a) I n, inteiro tq x = 2n,.

Por exemplo:

-6=2-(-3), -2=2-(-1), 0=2-0, 2=2-1, 8=2-4, 22=2-11, ...
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b) 3 n, inteirotq y =2n, + 1.

Por exemplo:

-7=2-(-49)+1, -3=2-(-2)+1, 1=2-0+1, 5=2-2+1, 9=2-4+1, ...

Exemplo 1.14 Demonstre que se x é um niimero par, entdo x> também é par

Essa afirmacdo é do tipo p = ¢, onde p : x é um ntimero par positivo, e g : x*

também é par. Sendo assim, para demonstrar esse resultado de forma direta, deve-
se assumir que p é verdadeira e, entdo, usar argumentos légicos para concluir que g
também sera verdadeira.

Demonstracao: Considere x um ntmero par positivo qualquer. Entdo, existe um
inteiro positivo n tq x = 2n. Logo, pode-se escrever que

X =@2n?=2%n*=2.2-n*=22-nd.
Observe, ainda, que como 7 é um inteiro positivo, pode-se considerar que n? tam-
bém é inteiro positivo e que, portanto, ¢ = 2- n> também serd. Entdo, vem que

x2:2t,

o que implica que x? é par. |

Exemplo 1.15 Se y é um niimero inteiro qualquer. Mostre que y> =y <= y=0ou y = 1.

Nesse caso, tem-se uma equivalente (que, nesse caso, podemos chamar de bicon-
dicional), o que implica que deve-se demonstrar a ida (=) e a volta (<), ie, assumir
que y? = y e concluir que y = 0 ou y = 1. Logo depois, deve-se admitir como verdade
que y =0ou y =1 e concluir que y“ = y.

Demonstracao:
(=) Considere que y? = y. Entdo, subtraindo y de ambos os lados da equacao, vem
que

yz—y:O.

Colocando-se y em evidéncia do lado esquerdo da ultima equacao, tem-se
yy-1=0,
que implica que deve-seter y=0 e y—1=0.

S.y=0o0u y=1,

0 que prova a ida.

(<) Agora, consideremos que y = 0 ou y = 1. Entdo, para y = 0 segue que y> = 0° =

0 = y e para y = 1 tem-se que y2 =12=1= ¥, provando que se y2 = y em ambos os
casos, ou seja, demonstrou-se a volta.

Como a ida e a volta foram provadas, conclui-se que o resultado estd demonstrado.
[
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Demonstracao Indireta/Reducao ao Absurdo

Nao é incomum tentar-se demonstrar um resultado de forma direta e ndo obter sucesso.
Uma das formas de fugir desse fracasso é utilizar a demonstragdo indireta, também cha-
mada de redugdo ao absurdo e de demonstragdo por absurdo. Nela, para se demonstrar
uma condicional p = ¢, deve-se:

Supor que p é verdadeira e que q é falsa, ou seja, supor a negacdo de q, e a partir
dai, usando argumentos logicos verdadeiros, chegar a uma contradigdo. A contradicao
serd gerada pelo fato de se assumir que a tese € falsa, o que implica que ela deve ser
verdadeira. Por isso, 0 nome demonstragédo por absurdo!

Portanto, na demonstracdo por absurdo, assume-se o oposto do que se quer provar
e, ao se chegar a uma contradicao, a prova é finalizada.

Exemplo 1.16 Demonstre que se x> é par, entéo x é par.

Demonstracio: Considere que x? é par e suponha, por absurdo, que x é impar.
Entdo, 3 ninteiro tq x = 2n +1 e, portanto

P=02n+1%=02n+1)@2n+1)=4n*+4n+1=22n*+2n)+1,

que leva a
x> =2t+1, onde t =2n®+2n.

Tem-se, entdo, que x> é impar, que é um ABSURDO, pois por hipétese x? é par.
Perceba que o absurdo veio do fato de se ter admitido que x é impar, o que leva a
concluir que x é par. Logo, a demonstracao estd encerrada!

|

Demonstracao pelo Principio da Indugao Finita

A técnica de demonstracao denominada Principio da Indugdo Finita serve para provar
se uma determinada afirmacdo P(n) é véalida para todos os nlimeros naturais », a partir
de um determinado ng, sem a necessidade de realizar a prova para cada uma deles, o
que seria impossivel.

A técnica funciona da seguinte forma:

1. Mostrar que P(ng) é verdadeira, ou seja, que a proposicao é valida para o nimero
natural 7.

2. Supondo a afirmacao verdadeira para algum natural k > ny (ie, admitir que P (k)
verdadeira), deve-se mostrar que P(k + 1) também é verdadeira.

Se essas condicoes forem assim verificadas, fica demonstrado que a afirmagado P(n)
évalida Vv n = ny.

Observacao 1.5 Denomina-se a afirmagdo P (k) por hipotese de indugdo (HI) e a afir-
magdo P(k + 1) por tese de inducdo (TI). Portanto, no passo 2 deve-se admitir que a HI é
verdadeira e, com isso, provar que a TI também é.

B nn+1)
2

Exemplo 1.17 Demonstrequel +2+3+---+n Y n natural.
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Demonstracao:

i) Provando que P(1) é verdadeira: Se n = 1, significa que o lado esquerdo da igual-
dade é 1 e, no lado direito, basta trocarmos 7 por 1, obtendo

1(1+1) —1

pP):1=
(1) 2

M

o que prova que P(1) é verdadeira.

ii) Provando que P(k+1) é verdadeira desde que P(k) também seja: Considere que
P(k) é vdlida para algum natural k > 1, ou seja

k(k+1
(H) P(k): 1+2+3+---+ k= ( > ).
Queremos provar que vale a T1, ou seja, que

P(k+1):1+2+3+---+(k+1):w.

De fato, temos que

1+24+3+-+(k+1)=14+2+3+---+k+(k+1)
HI
_k(k+1)

+(k+1)

_klk+1)+2(k+1)
B 2

_ (k+1D)(k+2)

- 2

Portanto, ao assumirmos que P (k) é verdadeira, provamos que P(k + 1) também
é. Logo, a proposicdo é vélida V n natural.

Contra Exemplo

Até aqui, nos preocupamos com técnicas de demonstrac¢ao, e, portanto, sempre com
o objetivo de provar que uma determinada proposicao é verdadeira. Contudo, nem
sempre uma proposicao serd verdadeira, e por isso, deve-se entender bem o que é
chamado de Contra Exemplo.

Para provar que uma proposicao é verdadeira, é necessario demonstrar que ela é
valida para todos os valores descritos na hip6tese. No entanto, para verificar que ela é
falsa, basta encontrar um caso onde ela ndo se verifica, e é esse caso que recebe o nome
de Contra Exemplo.

Exemplo 1.18 Considere a proposigdo:
“Todo numero da forma 3n sendo n um numero natural qualquer é menor do que 1243.”

Se ela for verdadeira, demonstre-a e se for falsa, apresente um contra exemplo.
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Resolucao: Ora, a proposi¢do afirma que 37 < 3243 para qualquer nimero natural
n. Contudo, observe que se n =415 tem-se que

3n=3-415=1245> 1243,

que demonstra que a proposicao € falsa. Nesse caso, dizemos que n =415 é um contra
exemplo para essa proposicao.

Apesar de existirem outros métodos de demonstracao, nessa secao discutimos trés
deles, pois sdo eles os que serdo mais utilizaremos nesse livro. Contudo, tdo importante
quanto conhecer os métodos é: ler muito bem seu enunciado, entendendo cada uma das
informacoes dadas; conseguir identificar claramente a hip6tese e a tese, afim de se ter
em mente o que se podera utilizar como verdade e o que se quer demonstrar; conseguir
aplicar o resultado em casos particulares (substituindo alguns valores por exemplo)
para ganhar familiaridade com o problema e, finalmente, usar, e muito, a imaginacao
para conseguir caminhos alternativos que facilitem a execuc¢do da demonstracao.

1.5 Exercicios

1. Considere cada uma das proposicoes apresentadas e representadas por P. Obte-
nha ~ P, isto é, a negacao de P.

a) P:xémultiplo de5 e (x+4) é multiplo de 7.
b) P:Henrique é mineiro e Mario ndo € bahiano.
¢) P:A canetando € azul ou o lapis ndo tem ponta.
d) P:yéum ntmero par ou y —3 é impar.
e) P:Todo prédio tem janelas.
f) P:Ablusaéazul OU o sapato é preto.
g) P:Todo ntmero primo é impar.
h) P:x>3ey=<0.
i) P:xéparou ynao é par.

2. Para cada proposicao abaixo, indique qual parte representa a hip6tese (H) e qual
representa a tese (T).

a) Se p é um numero primo, entdo p = 2.

b) (Principio das Gavetas de Dirichlet) Se n objetos foram colocados em, no
maximo, n — 1 gavetas, entdo pelo menos uma delas conterd pelo menos
dois objetos.

¢) (Conjectura de Goldbach) Todo niimero par maior do que 2 é a soma de
dois nimeros primos.
d) Sex?+x=0,entdo x; =0e x, = —1.

e) (Teorema das quatro cores) Para cada subdivisdo do plano em regioes nao
superpostas, € sempre possivel colorir as regides usando apenas 4 cores, de
forma que regides com fronteira comum nao tenham a mesma cor.

3. Obtenha a reciproca de cada afirmacao abaixo. Além disso, determine o valor
l6gico da afirmacao e da sua reciproca.
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a) P= Q:Se x é um ntimero natural e x> = 2, entdo x = 4.
b) P = Q:Se o céunaio estd nublado ha sol.

¢) P = Q:Seuma caneta nao é azul, entdo ela é vermelha.
d) P = Q:Se x éum numero par, entdo ele é multiplo de 4.
e) P= Q:Se yéum natural, entdo ele também € inteiro.

4. Determine se cada proposicao é condicional ou bicondicional. No caso das con-
dicionais, identifique hip6tese e tese, e para as bicondicionais, apresente a “ida” e
a “volta”.

a) Se 3+3 =5, entdo o circulo é um quadrado.

b) Se x é par, entdo x° é par.

¢) Se um poligono é um quadrado, entdo ele é um retangulo.

d) Um ntmero qualquer « é racional se, e somente se, @> também é racional.

e) n é par se, e somente se, n+1 € par.
5. Usando demonstracao por absurdo, prove que:

a) Se x? é impar, entdo x é impar.
b) Se n? é par, entdo n é par.

¢) Se um numero k somado a ele mesmo € igual k, entdo esse nimero é zero.
6. Apresente um contra exemplo para cada proposi¢ao:

a) Se n é par, entdo n+1 € par.
b) Se x é impar, entdo x —1 é impar.
¢) Todo ntiimero impar é multiplo de 5.
d) Se a-b é multiplo de 6, entdo a ou b tem que ser multiplo de 6.
e) Todo nimero da forma (x% — x + 41), sendo x qualquer nimero natural, é
primo.
7. Demonstre o item c) do Exercicio 5 pela técnica de demonstracao direta.

8. Usando demonstracao direta, prove que:

a) Se y é um nimero par, y° também é par.

b) O produto de dois nlimeros pares € par.

¢) O produto de dois nimeros impares é impar.
d) A soma de dois niimeros pares € par.

e) Asoma de dois nimeros impares é par.
9. Usando demonstracao por inducao finita, prove que V n natural vale que:

a) P(n): 1+3+5+7+---+@2n—-1)=n
b) P(n): 3+11+19+---+(8n—5)=4n*—n.
c) P(n): 1-:2+2:3+3-4+--+nn+1)=(§)(n+1)(n+2).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sendo p a proposicado: Paulo é paulista, e g a proposi¢cdao: Ronaldo € carioca,
traduzir para a linguagem corrente as seguintes proposicoes:

a ~q bprg pvg dp—q ep—(~q
Seja p a proposicao: Roberto fala inglés, e g a proposicao: Ricardo fala italiano.
Traduza para a linguagem simbdlica as seguintes proposicoes:

a) Roberto fala inglés e Ricardo fala italiano.

b) Roberto nao fala inglés ou Ricardo fala italiano.

¢) Se Ricardo fala italiano entdo Roberto fala inglés.

d) Roberto nao fala inglés e Ricardo ndo fala italiano.

(UFB) Se p é uma proposic¢ao verdadeira, entdo:

a) p A q éverdadeira, qualquer que seja q.
b) pV g éverdadeira, qualquer que seja q.
¢) p A q éverdadeira so se q for falsa.
d) p — g é falsa, qualquer que seja g.
e) n.d.a.
(MACK) Duas grandezas x e y sdo tais que “se x = 3 entdo y = 7”. Pode-se concluir
que:
a) sex#3antao y #7
b) sey=7entdo x=3
c) sey#7entdo x #3
d) sex=5entdo y=5

e) sex=7entdo y=3
(UGF) A negacgao de x > -2 é:

a) x>2 b) x # -2 c)x<-2 d)x<2 e) x#2
(ABC) A negacao de todos os gatos sao pardos é:

a) nenhum gato é pardo;

b) existe gato pardo;

c) existe gato ndo pardo;

d) existe um e um s6 gato pardo;

e) nenhum gato nao é pardo.
(ABC) A negacao de o gato mia e o rato chia é:

a) o gato ndo mia e o rato nao chia;

b) o gato mia ou o rato chia;

¢) 0 gato ndo mia ou o rato ndo chia;

d) o gato e o rato ndo chiam nem miam;
e) o gato chia e o rato mia.
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17. Duas grandezas A e B sdo tais que “se A =2 entdo B =5". Pode-se concluir que:

a) se A#2antao B#5
b) se A=5entdo B=2
Cc) se B#5entao A#2
d) se A=2entdo B=2
e) se A=5entdo B#2
18. (VUNESP) Um jantar retine 13 pessoas de uma mesma familia. Das afirmacoes a
seguir, referentes as pessoas reunidas, a Ginica necessariamente verdadeira é:
a) pelo menos uma delas tem altura superior a 1,90m;
b) pelo menos duas delas sao do sexo feminino;
¢) pelo menos duas delas fazem aniversario no mesmo més;
d) pelo menos uma delas nasceu num dia par;
e) pelo menos uma delas nasceu em janeiro ou fevereiro.

19. Usando a demonstracao por inducao finita, mostre que para qualquer inteiro
positivo n, vale que 22" — 1 é divisivel por 3.

20. Pensando logicamente: Temos 8 moedas e uma balanga de pratos. As moedas
sdo exatamente iguais, exceto uma que € falsa (mais leve do que as outras 7, que
possuem o mesmo peso). Como se pode identificar com absoluta certeza a moeda
falsa, usando a balanca apenas 2 vezes?






CAPITULO

Teoria Elementar dos Conjuntos

2.1 Conjuntos

Consideramos que conjunto é o mesmo que cole¢do ou classe. Um conjunto é formado
por objetos, que de modo genérico sdao chamados de elementos.

Notacao
* Conjuntos sdo geralmente denotados por letras maiusculas: A, B, C, ...

* Elementos sdo geralmente denotados por letras mintsculas: a, b, c, ...

Defini¢ao 2.1 (Relacdo de pertinéncia) Se um objeto a é elemento de um conjunto K,
dizemos que “a pertence a K’ e denotamos essa relagdo por'

aceKk.

Caso contrdrio, dizemos que “a ndo pertence a K” e escrevemos
a¢ K.

Exemplo 2.1 Se A é o conjunto das vogais, seus elementos sdo: a, e, i, 0, u. Logo, pode-se
escreverque i€ A e b¢ A.

Descricao de um Conjunto
Geralmente sdo usados trés procedimentos para definir um conjunto:

1. Descrevendo seus elementos por uma sentenca.

Exemplo 2.2

(a) Conjunto dos nimeros inteiros.
(b) Conjunto dos meses do ano.

I Observe que a Definicdo 2.1 garante que as notacgodes € e ¢ sdo especificas para relacionar um

elemento com um conjunto, e ndo, conjunto com conjunto.
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2. Listando seus elementos entre chaves.

Exemplo 2.3

(a) Conjuto das vogais: {a,e,i,o0, u}

(b) Conjunto dos numeros impares menores que 11 e maiores ou iguais a
3: {3,5,7,9}

Observacao 2.1 Se o conjunto for infinito (ou seja, possuir uma quantidade infi-
nita de elementos) esta notagdo também pode ser empregada, bastando escrever
alguns elementos que evidenciem a lei de formagdo para seus elementos e em
seguida colocar reticéncias.

Exemplo 2.4

(a) Conjunto dos impares positivos: {1,3,5,7,9,...}
(b) Conjunto dos primos positivos: {2,3,5,7,11,13,...}

Observacdo 2.2 Se o conjunto for finito com grande niimero de elementos, escreve-
se alguns deles, usa-se reticéncias e indica-se o(s) tiltimo(s) elemento(s).

Exemplo 2.5 Conjunto dos impares de 3 a 501: {3,5,7,9,11,13,15,...,501}
3. Indicando uma propriedade que caracteriza os elementos.

Exemplo 2.6

a) A={x|xéinteiroe x> 3}, que selé: A é o conjunto dos elementos x, tal
que x é inteiro e x > 3.

b) B={yl|yérealel<y<9}, que selé: B é o conjunto de elementos y, tal
que y é real e estd entre 1 e 9 (ou, y é maior do que 1 e menor do que 9).

©) C={r|rgozadapropriedade P}. Nesse ultimo exemplo, C representa um
conjunto genérico, cujos elementos foram representados por f, e que devem
gozar de uma determinada propriedade P.

Alguns conjuntos numéricos sdo tao importantes que recebem notagdes especiais.

Nesse capitulo, conheceremos os que mais utilizaremos nesse texto: Naturais, Inteiros,
Racionais, Irracionais e Reais.

2.2 Conjunto dos numeros naturais (N)

E o conjunto formado pelos ntiimeros que surgiram naturalmente da necessidade do
homem de efetuar contagem de objetos. Sendo assim, define-se:

N={1,2 3,4, ..}



2.3. Conjunto dos niimeros inteiros (Z) 21

Observacao 2.3 Diferentemente do que vocé pode estar acostumado, nesse texto nd@o
consideraremos o niimero 0 (zero) como natural. Isso porque, historicamente, apesar da
sua origem ser incerta, ele surgiu bem depois da criacdo dos principais simbolos usados
para contagem, para representar a auséncia de quantidade. Por isso definiremos que o
primeiro ntimero natural é o 1. Mais detalhes em [5, p. 20-22].

Nesse texto, quando quisermos nos referénciar ao conjunto formado por todos os
numeros naturais e também pelo 0, usaremos a notagdo Ny, isto é

No=10, 1,2, 3, ...}

Uma caracteristica importante de N é que ele é fechado para as operagdes de adicao
(soma) e multiplica¢do (produto), ou seja, para todo par de nimeros naturais vale
que a adicao e a multiplicacdo entre eles também sao nimeros naturais. Em termos
matematicos, isso € representado por

(a+bh)eN e a-beN, VabeN.

Contudo, mesmo que para alguns casos particulares esse fechamento também seja
valido para a subtracao (diferenca) de nimeros naturais, como por exemplo

4-3=1eN e 8-5=3€N,
percebe-se facilmente que isso ndo vale de maneira geral, conforme descrito a seguir

5-5=0¢Ne9-13=—-4¢N.

2.3 Conjunto dos nameros inteiros (2)

Para obter-se um conjunto fechado também para a subtracdo, adicionou-se ao con-
junto N o numero zero e cada um dos simétricos (ou opostos) desse conjunto, isto €,
-1, -2, -3, ..., obtendo assim o chamado conjunto dos numeros inteiros, representado
por:

Z = {"')_3} _2) _]-y 0; ]., 2, 3,}
= {0, £1, £2, £3, ...}

Sendo assim, o conjunto Z dos nimeros inteiros" é fechado para a adicao, subtracao
e multiplicacao, ou seja:

(a+b)e?Z, (a-b)eZ e a-beZ Y a, beZ”.

Observe também, que para a divisao o conjunto dos inteiros nao é fechado. Como
exemplos desse ndao fechamento, pode-se considerar
7 5 1
7:3==-¢Z e 5:10=—==-¢Z.
3 10 2
O proximo conjunto a ser apresentado tem como uma de suas finalidade eliminar
esse problema.

i 0 simbolo Z é derivado da palavra Zahlen, em alemao, que significa algarismo.
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2.4 Conjunto dos numeros racionais (Q)

Os numeros racionais surgiram da necessidade de representar partes de um inteiro.
Durante as inundac¢des do Rio Nilo, no Egito Antigo, as terras que ficavam submersas
recebiam muitos nutrientes, dessa forma tornavam-se muito férteis para a agricultura.
Quando as dguas baixavam, era necessdario remarcar os limites entre os lotes de cada
proprietdrio. Por mais eficiente que fosse a medida utilizada, dificilmente ela caberia
um numero inteiro de vezes na corda (que representava o comprimento de cada lado
de um lote), isso levava a utilizacdo das fragcdes, onde numerador e denominador eram
numeros inteiros.
O conjunto dos niimeros racionais é definido como

@:{%m,bez e b#0}.

Esse conjunto é fechado para todas as quatro operagdes elementares: adi¢ao, sub-
tragdo, multiplicacao e divisao, isto é

(a+b)eQ, (a-b)eQ, a-beQ e %e@, Va, beQ.

Observacdao 2.4 Um erro comum em alunos, e até mesmo em professores de matemdtica,

é admitir que o conjunto Q é simplesmente o “conjunto das fracoes”. Observe que, se assim

fosse, o niimero @ como é uma fragado, seria um racional. Contudo, essa afirmagdo é

falsa, jd que é possivel provar que @ ndo pode ser escrito como o quociente de inteiros,

como é exigido na definicdo de Q. Portanto, ndo se esqueca, um niimero serd racional se,
e somente se, puder ser escrito como quociente de inteiros.

Exemplo 2.7 Segue alguns exemplos de niimeros racionais.
a) 0,5€Qpois0,5=1.

b) —1,47 € Q pois —1,47 = —13L.

c) 0,4444444...€ Q pois 0,444444... = 3.

.z _7
d) 7eQjaque7=1.
e) Sea€ Zentdo a€ Q, pois a= {.

De maneira geral, temos que todos os niimeros inteiros (e portanto, todos os natu-
rais) sao racionais. Além disso, todos os decimais exatos e dizimas peridédicas também
sdo racionais, ja que sempre poderao ser escritos como quociente de inteiros com
denominador nao nulo. Vocé se lembra o que é, exatamente, uma dizima periédica? E

de como proceder para escrever uma dizima periédica como quociente de inteiros?

Fracao geratriz

Antes de discutirmos o que é uma fracdo geratriz, vamos relembrar o que € uma dizima
e uma dizima periddica.

Defini¢do 2.2 (Dizima) E rodo niimero que quando escrito no sistema decimal apresenta
infinitas casas decimais.
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Exemplo 2.8
a) 2,343434... b) 1,10100100010000... ¢) 0,171717...
d) -5,14213213213... e) m =3,1415926535... f) -1,00323232...

Definicdo 2.3 (Dizima periédica) E roda dizima em que, a partir de algum ponto da
parte decimal, comeca a ocorrer a repeticdo infinita de um ou mais algarismos. Ao
conjunto de algarismos que se repete infinitamente, denomina-se periodo.

Exemplo 2.9 No Exemplo 2.8, apenas os itens a), ¢), d) e f) sdo dizimas periddicas, cujos
periodos sao, respectivamente, 34, 17, 213 e 32.

Observacao 2.5 Nos itens a) e ¢) do Exemplo 2.8, observe que o periodo comega logo
depois da virgula. Esse tipo de dizima é chamada de dizima periédica simples. Quando
existir um algarismo (ou conjunto de algarismos) entre a virgula e o periodo, ele serd
denominado antiperiodo ou parte ndo periédica, e a dizima com essa caracteristica,
como as dos itens d) e f), sao chamadas de dizimas periédicas compostas.

Parte clle-:imal

-

81,06941414141...

e
|
periodo
antiperiodo
Parte inteira

Definicao 2.4 (Fracdo geratriz) Chama-se de fragdo geratriz, ou simplesmente gera-
triz, toda fracdo da forma p/q com p, q € Z* onde a divisdo de p por q gera uma dizima
periodica.

Exemplo 2.10 Como % = 0,44444..., dizemos que g é a geratriz da dizima periddica
0,44444....

Obtendo a geratriz

Consideremos a dizima periédica simples 0,51515151.... Para obter sua geratriz pode-
mos considerar que

x=0,51515151... (2.1)
Multiplicando a Equacao (2.1) por 100, vem que

100x =51,51515151... (2.2)
Subtraindo a Equacao (2.1) da Equacao (2.2) chega-se a
51
PYx =51—=x=— (2.3)
99
Das Equacoes (2.3) e (2.1), conclui-se que
51 17
0,51515151...= — = —,
99 33

ou seja, a geratriz procurada € a fracdo 51/99 ou, na forma irredutivel, 17/33.
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Observe que o numerador da geratriz é exatamente o periodo da dizima periédica e
que a quantidade de algarismos 9 no seu denominador € igual ao namero de algarismos
do seu periodo, ou seja, dois. Isso ndo é coincidéncia!

Observacdo 2.6 A geratriz p/q de uma dizima periddica simples, com parte inteira
igual a zero, é tal que: p é igual ao seu periodo e q é formado por algarismos 9, na mesma
quantidade de algarismos do periodo.

Exemplo 2.11

_1 _ 73 _ 291
a) 0,111111... =3, b) 0,7373... = g3, €) 0,291291291... = 555-

Se a dizima periddica simples tiver parte inteira diferente de zero, basta obter a
geratriz apenas da parte decimal (como ja foi descrito na Observacgao 2.6) e somar esse
resultado com sua parte inteira.

Exemplo 2.12 2,7777...=2+0,7777...=2+§5 = 2.

No caso onde se quiser obter a geratriz de uma dizima periédica composta, a fracao
p/q sera construida da forma:

- pserd gerado pela parte inteira seguida do antiperiodo seguido do periodo, menos
a parte inteira junto com o antiperiodo.

- g serd gerado por uma quantidade de 9 igual a quantidade de algarismos do pe-
riodo, seguida da quantidade de zeros que serd igual a quantidade de algarismos
do antiperiodo.

Exemplo 2.13 Obtenha a geratriz da dizima periédica composta: 4,256161616161...

Resolucao:
Para essa dizima tem-se que:

Parte inteira = 4, antiperiodo = 25 e periodo = 61. Logo:

prm—— = =
9900 g 9900 2475

p _42561-425  p 42136 10534
q

. . 42136 . 3 10534
.. A geratriz de 4,256161616161... é ———, ou na forma irredutivel, .
9900 2475

Observacdo 2.7 O método apresentado para dizimas periédicas compostas também é
vdlido para as dizimas periddicas simples. Por isso, ele é constantemente chamado de
método geral de obtencao da geratriz.
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2.5 Conjunto dos numeros irracionais ()

Aos numeros que ndo podem ser escritos como nimeros racionais, ou seja, como
quociente de inteiros com denominador ndo nulo, denominamos ntimeros irracionais.
Sua representacdo nesse livro sera:

I={x|x¢Q}

De maneira bem simples, pode-se dizer que o conjunto dos irracionais é formado
pelos nimeros que apresentam representacao decimal infinita e nao periddica, ja que
0s que ndo se enquadram nessa categoria, ja sao, obviamente, racionais.

Exemplo 2.14 Alguns irracionais sdo bem presentes em nossas vidas académicas. Alguns
deles sao apresentados a seguir:

a) 7 (lé-se: pi) é, possivelmente, o mais famoso nimero irracional. Ele é a constante
obtida quando se faz a razdo entre o comprimento de uma circunferéncia e seu
diametro, gerando sempre o valor 7 = 3,14159265358979323846..., com parte
decimal ndo periédica. Como sua representacao decimal é infinita, é comum
usar-se uma aproximacao para seu valor, dada por 7 = 3, 14. Mais detalhes podem
ser obtidos em [9, 10, 11, 12].

b) e, o niimero de Euler (que se pronuncia como Oiler), cuja representacdo decimal
e ndo periodica é dada por e = 2,718281828459... e surgiu na construcao dos
logaritmos, sendo muito 1til na matemadtica pura e aplicada, em especial, no
célculo diferencial e integral. Vide [10, 11] para mais informacades.

¢) O nuimero de ouro, representado pela letra grega ¢ (lé-se: fi), é outro exemplo
importante de nimero irracional. E possivel verificar que ¢ = 1,6180399... ou de
outra forma
1+v5

7
Ele tem relacdo direta com grandes monumentos construidos pelo homem, em
especial, ele nimero foi utilizado na construcao das piramides de Gizé e do Par-
tenon Grego. Ele também aparece na natureza, sendo encontrado em moluscos

nduticos e na couve flor, além de muitas outras aparicdes interessantes. Para mais
detalhes, vide [13, 14, 15].

d) Também € possivel provar que /p €1, V p primo, ou seja, para todo nimero
inteiro positivo que tenha apenas dois divisores distintos. Exemplos:

V2, V3, V5, V7 e VIL.

A referéncia [16] apresenta demonstragdes interessantes de que alguns dos exem-
plos acima sdo, de fato, irracionais. Além disso, também sdo discutidas as cons-
trugoes dos racionais e dos irracionais, e suas respectivas operacoes.

2.6 Conjunto dos numeros reais (R)

Ao conjunto formado por todos os niimeros racionais juntamente com os irracionais é
denominado conjunto dos nimeros reais, cuja representacao é:

R={x|x€Q ou xel} (2.4)



26 Capitulo 2. Teoria Elementar dos Conjuntos

Observacao 2.8 Se A indicar qualquer um dos conjuntos numéricos destacados até aqui,
temos que:

a) A*=A-{0}

b) A; ={xe A|x =0}, conjunto dos ndo negativos de A.

c) A_={xe€ A|x <0}, conjunto dos ndo positivos de A.

d) A} ={xe€ A| x>0}, conjunto dos estritamente positivos de A.

e) A* ={xe A| x <0}, conjunto dos estritamente negativos de A.

Exemplo 2.15 Considerando A = Z, as notagoes da Observacao 2.8 resultam em:

a) Z*=7-{0}={£1, £2, £3, ...}

b) O conjunto dos inteiros ndo negativos é representado por
Z,={x€Z|x=0}=1{0,1,2,3, ..} =Ny

¢) O conjunto dos inteiros ndo positivos é

Z_={xeZ|x<0={., -3, -2, -1,0}
d) O conjunto dos inteiros estritamente positivos é
Zi={x€Z|x>01={1,2,3, ..} =N

e) E o conjunto dos inteiros estritamente negativos é expresso por

7 ={xeZ|x<0={.., -3, -2, -1}

Obviamente, essas representagoes também sdo vdlidas quando se considera os con-
juntos Q, 1 e R.

2.7 Tipos especiais de conjuntos

Nesta se¢do definiremos os principais tipos de conjuntos e apresentaremos exemplos
de cada um deles.

Definicao 2.5 (Conjunto Unitéario) Aquele que possui um tinico elemento.
Exemplo 2.16

a) Conjunto dos divisores inteiros e positivos de 1: {1}.

b) Conjunto das solugdes da equagao 3x+ 1 =10: {3}.

¢) Conjunto dos meses com apenas 28 dias: {fevereiro}.

Definicdo 2.6 (Conjunto Universo) E aquele ao qual pertencem todos os elementos uti-
lizados em determinado estudo ou assunto, denotado geralmente por U.

Exemplo 2.17

a) Se as solucdes de uma equacao sdo reais, o universo é U = R.
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b) Se quisermos uma solucdo inteira, o universo é U = Z.

c) Para estudar resultados da Mega Sena, o universo é U ={1,2,3,4,5, ..., 60}.

Observacao 2.9 Nada impede que, por exemplo, se considere que o universo de solugoes
de uma equagdo é Q, mesmo que suas solugoes estejam em Z, pois todo inteiro é também
racional.

Definicao 2.7 (Conjunto Vazio) Para que a linguagem de conjuntos seja melhor traba-
lhada, aceita-se a existéncia de um “conjunto sem elementos", denominado conjunto
vazio, e denotado pelos simbolos @ ou {}.

Exemplo 2.18

a) A={xeQ|x¢RI=>A=9

b) B={x|xeNe2<x<3}=>B={}
Observacdo: ¢ # {@}, ou seja, é errado usar {@} para representar o conjunto vazio.

Definicao 2.8 (Conjuntos Iguais) Dois conjuntos, X e Y, sdo iguais quando possuem os
mesmos elementos. Quando isso ocorrer, representa-se a igualdade por X =Y .

A Definicdo 2.8 é equivalente a considerar que X = Y quando todo elemento de X
pertence a Y e, reciprocamente, todo elemento de Y pertence a X. Matematicamente
isso pode ser expresso por:

VxeX, segueque xeY

X:Y(:){ VyeY, segueque ye X ’

que significa que, uma forma de provar que dois conjuntos sdo iguais é mostrar que

i) Todo elemento de X é também elemento de Y.
ii) Todo elemento de Y é também elemento de X.
Exemplo 2.19
a) {1,2,3}=1{3, 1, 2}
b) {2,3,4,5}={xeN|1<x<6}
Observacao: Se X ndo € igual a Y, escrevemos X # Y. Isso significa que existe pelo

menos um elemento em X que ndo pertence a Y ou que existe pelo menos um elemento
em Y que ndo esti em X.

Exemplo 2.20

a) {2,4,6, 8 #1{2, 4,6, 8, 10}
b) SeA={a, b, ¢, d, e e B={c, d, e}, entdo A# B.
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Subconjuntos

Definicao 2.9 (Subconjunto) Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A é subconjunto de
B se, e somente se, todo elemento de A pertence também a B. O simbolo utilizado é o da
inclusdo, c, e a notagao serd A c B, indicando que “A é subconjunto de B", ou “A estd
contido em B", ou “A é parte de B". Em linguagem matemdtica:

AcB<—VxeA=>x€eB.

Exemplo 2.21 Sejam A={-2, —-1,0,1,4eB={-3, -2, —1,0, 1, 2, 4}. Observe que
todo elemento de A é também elemento de B. Entdo, segue que A C B.

Observacao 2.10

a) Pela Definicdo 2.9, segue que, para mostrar que A c B basta considerar um ele-
mento genérico x € A e mostrar que ele também é elemento de B, ie, x € B.

b) A¢ Bindica que A nao esta contido em B (negacdo de A c B), ou seja, significa
que existe x € Atal que x ¢ B.

¢) Quando A c B, também pode-se escrever B D A, e 1é-se: B contém A.

d) Quando A ¢ B, também pode-se escrever B 7 A, e 1é-se: B ndo contém A.

Propriedades 2.1 A relagdo definida por A < B goza das seguintes propriedades:

a pcA

b) Ac A (Reflexiva)

c) Se AcBe Bc A=> A= B (Antissimétrica)
d) Se AcBe Bc C= AcC (Transitiva)

Demonstracao:

a) (Por absurdo) Supor que @ & A, significa admitir que existe um elemento x tal
que xe @ e x ¢ A. Ora, é claro que x € @ é um absurdo! Esse absurdo foi obtido ao
se assumir que @ ¢ A. Portanto, deve-se aceitar que ¢ < A.

b) E 6bvia, pois tomando um elemento genérico x€ A= x€ AV x. Logo, Ac A.
¢) Decorre da definicao de igualdade entre conjunto, vejamos:

— Por hipétese, tem-se que A ¢ B—=—= dado x € A, obrigatoriamente tem-se
que x € B. Isto é, todo elemento de A é também elemento de B.

— Ainda por hipétese, Bc A= dado y € B, tem-se que y € A, o que significa
que todo elemento de B é também elemento de A.

Logo, como todos os elementos de A sdo elementos de B e todos os elementos de
B sdo de A. Segue que a Definicdo 2.8 é satisfeita, garantindo que A = B.

d) Sejaac A, entdo a € B por hipotese. Mas, se a € B, também por hipotese tem-se
que a € C. Ou seja, todo elemento de A é também elemento de C.
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Observacao 2.11 (Demonstracao da igualdade de conjuntos) Atente para o fato de que
a parte c) da Proposicdo 2.1 nos fornece uma 6tima forma de demonstrar que dois con-
juntos sdo iguais. Sendo assim, sempre que for necessdrio provar que A = B, basta provar
que Ac BeBcA.

Observacao 2.12 Apos a definigdo de subconjuntos, pode-se afirmar que:

a) NcZcQcR ouequivalente RoQ>Z>N
b) Q¢#01 e 1£Q

c) IcR e QcR

Observacao 2.13 Se dois conjuntos A e B sao tais que A< B e A # B, diz-se que A é
subconjunto proprio de B, e isso pode ser indicado por:

AC B ou B2 A.
Por exemplo, temos que NC Z (ouZ 2ON) eque ZC Q (ou Q2 2Z).

Conjunto das Partes

E o conjunto constituido por todos os subconjuntos possiveis de um conjunto A, e
denotado por P(A).

Exemplo 2.22 Seja K = {a, b} = P(K) = {®,{a},{b}, {a, b}}. Entdo, todo conjunto de dois
elementos possui exatamente 4 subconjuntos possiveis.

Definicao 2.10 (Cardinalidade) Ao niimero de elementos de um conjunto K dd-se o
nome de cardinalidade de K e simboliza-se, geralmente, por |K| ou #K.

Exemplo 2.23 No Exemplo 2.22 temos que |K| =2 e que|P(K)| =4, ou de outra forma,
que #K =2 e #P(K) = 4.

Diagramas de Venn

Diagramas de Venn sdo representacoes graficas utilizados para ilustrar, e visualizar
melhor, algumas relagdes e operagdes entre conjuntos.

A ideia é representar, por meio de linhas fechadas simples, o conjunto universo
(quando necessdrio) e seus subconjuntos.

Exemplo 2.24

a) Arelacao Nc Z < Q pode ser representada por:

Q
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b) Arelacdo A C B sendo A e B conjuntos do universo U pode ser representada pelo
diagrama:

U B @

Observe que nessa representacao vale que A c B e que A # B, ja que existem
elementos de B que nao sdo elementos de A.

Observacao 2.14 Situacoes como N c Z também podem ser representadas por
N C Z. Contudo, as notagoes de subconjuntos proprios geralmente sdo utilizadas
quando se quer dar énfase que os conjuntos sdo distintos. Quando isso ndo é
realmente necessdrio, é mais comum utilizar apenas as notagoes de subconjuntos.

c) Perceba, ainda, que uma forma de representar R, [, @, Z e N por um diagrama é:

R-

Uniao de Conjuntos

Dados dois conjuntos, A e B, a unido entre eles é dada pela propriedade “x € A ou
x € B", e é representada por AU B (lé-se: A unido com B ou A reunido B). Portanto:

AUB={x|x€ Aou x€ B} (2.5)

Observacdo 2.15 O “ou" ndo é exclusivo em AU B, ou seja, o elemento pode pertencer
apenas a A, apenas a B a até mesmo, pertencer a A e B simultaneamente.

O diagrama a seguir representa a uniao entre dois conjuntos A e B, que nada mais é
do que a junc¢do dos conjuntos.

AuB
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Exemplo 2.25 Considerando os conjuntos E e F em cada item, obtenha EU F:
a) E=1{2,3,4,10} e F={-1,0, 2, 3}. Entdao, EUF ={-1, 0, 2, 3, 4, 10}.
b) E={0, 1} e F={-3, -2, —1, 2}. Entdo, EUF ={-3, -2, -1, 0, 1, 2}.

c) E={A, B, C} e F={A, B, C, D}.Entao, EUF={A, B, C, D} =F.

Propriedades 2.2 Para quaisquer trés conjuntos genéricos A, B e C a unido possui as
seguintes propriedades:

a) AUA= A (Idempotente)

b) Au@ = A (Elemento neutro)

c) AuB=BuU A (Comutativa)

d) Au(BUC)=(AuB)uUC (Associativa)
e) Se AcB=>AUB=B
Demonstracao:

a) Ja sabemos que mostrar que AU A = A é equivalente a mostrar que (AUA)c Ae
que Ac (AU A).

Seja entdo x € (AU A) um elemento qualquer. Entdo, x € A ou x € A. E claro que,
em qualquer uma destas possibilidades, temos que x € A. Logo, (AU A) c A.

Agora, tomemos um elemento qualquer y, tal que y € A. Entdo, podemos garantir
que ye Aou y€ A, oque implica que y € (Au A). Portanto, Ac (AU A).

Como (AUA)c Ae Ac (AU A), segue que AUA = A.
(b) Devemos mostrar que (AU@) c Aeque Ac (AU @).

Seja entdo, x um elemento qualquer de A. Entdo, x € A. Podemos escrever ainda
que “xe Aou x € @"e, por isso, temos que x€ (AU@) = Ac (AU Q).

Tome agora x € (AU @). Entdo, x € Aou x € @, 0o que implica em x € A, jad que ndo
existe x € @. Logo, (AU @) c A.

Portanto, AU @ = A.
c) ed) Deixadas como exercicio.

(e) Sejaxe AUB = x€ Aouxe€ B.Mas, como Ac B, temos que se x € A, entdo x € B.
Entdo, se x € AU B implica que x € B, desde que A c B. Portanto, (AU B) c B.

Tomemos agora, x € B= x € B ou x € A, pois basta que uma delas seja verdadeira.
Entdo, x € (AU B). Logo, B< (AU B).

Portanto,se Ac B= AuB =B.
||

Observacao 2.16 De acordo com a forma como o conjunto dos ntimeros reais foi descrito
na Igualdade 2.4 e como a unido de conjuntos foi apresentada na Igualdade 2.5, nas
padginas 25 e 30, respectivamente, deve ficar claro para o leitor que

R=QuUl.
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Intersecao de Conjuntos

Dados dois conjuntos, A e B, a intersecdo entre eles é definida pela propriedade “xe A
e x€ B", e é indicada por An B. Logo:

AnNnB={x|x€e Aexe B}

Observacao 2.17 An B lé-se como: “A inter B" ou “A intersecdo B", e indica que se
x € AN B ele é elemento de A e de B simultaneamente. Vejamos alguns exemplos:

: @.
AnB=¢

J‘qﬁB:.A., se z‘jl.CB

Definicao 2.11 Quando AN B = @ dizemos que A e B sdo conjuntos disjuntos.
Exemplo 2.26 Considerando os conjuntos J e K em cada item, obtenha JNK:
a) J={-3,-2,-1,0} e K=1{-1,0, 1, 2, 3}. Entdo, JnK ={-1, 0}.
b) J={-1,0, 1, 2} e K={-5, -4, 3, n}. Entdo, JNnK = @.
o J={e f, g} e K={e, f, g h, i}.Entdo, InK={e, f, g} =1J.

Propriedades 2.3 Para quaisquer trés conjuntos genéricos A, B e C a interse¢do possui
as seguintes propriedades:

a) AnB=Bn A (comutatividade)

b) An(BNC)=(AnB)nC (associatividade)
c) SeAcB=>AnB=A

d Ang=9

Demonstracao:

a) Considere x € An B. Entdo, x € A e x € B, que pode ser escrito como x € B e
XeEA= xeBnNnA= AnBcBnA.

De forma andéloga, prova-se que Bn Ac An B. Portanto, AN B = Bn A.
b) Deixada como exercicio.
c) Devemos mostrar que se Ac B, entdo (AnB)c Aeque Ac (AN B).

Seja x € (AN B), entdo x € Ae x € B, 0o que implica que, com certeza, x € A. Logo,
(AnB) c A.

Seja agora, x € A. Mas, como por hipétese, Ac B, se x € Aimplica que x € B, ou
seja, temos que x € Ae x € B. Entdo, x € (An B). Logo, Ac (AN B).

Portanto,se Ac B=> AnB = A.

d) Deixada como exercicio.
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Exemplo 2.27 (Aplicacao do Diagrama de Venn) Em uma prova discursiva de dlgebra
com apenas duas questoes, 470 alunos acertaram apenas uma das questoes e 260 acerta-
ram a segunda. Sendo que 90 alunos acertaram as duas e 210 alunos erraram a primeira
questdo. Quantos alunos fizeram a prova?

Resolucdo: Vamos utilizar um Diagrama de Venn para ajudar na visualizacao da
solucdo do problema. Sejam Q; e Q2 os conjuntos que representam os alunos que
acertaram as questoes 1 e 2, respectivamente, e E, 0 conjunto dos alunos que erraram
ambas as questdes. Como 90 alunos acertaram as duas questoes, temos que

Q1N Q2=90 (DiagramaA).

Como 260 alunos acertaram a segunda questao, significa que #Q, = 260. Porém,
dentre os que acertaram a segunda questao estdo os 90 alunos da intersecado. Logo,
o nimero de alunos que acertaram apenas a questao 2 é dado por 260 —90 = 170
(Diagrama B).

Além disso, o fato de 470 alunos terem acertado apenas uma das questoes, significa
que o total de alunos que acertaram apenas a questao 1 ou a questado 2 é 470. Como ja
foi calculado, 170 acertaram apenas a questao 2. Entdo, o nimero dos que acertaram
apenas a questdo 1 é obtido por 470 — 170 = 300 (Diagrama B).

Temos ainda que 210 alunos erraram a questao 1, e é claro que, dentre eles, estao
0s 170 que acertaram apenas a questao 2. Portanto, sobram 210 — 170 = 40 alunos, que
erraram as questoes 1 e 2, que sao os que compoem o conjunto E (Diagrama C).

Q1

g

Sendo assim, é claro que o total de alunos, T, que fizeram a prova é obtido com a
soma de todos os valores apresentados no diagrama, ie:

T=300+90+170+40 —= T =600.

Atente para o fato de que comec¢amos o preenchimento dos diagramas pela inter-
secdo dos conjuntos. Essa estratégia € super ttil, pois € a partir dela que conclusdes
importantes sobre o problema podem ser obtidas.

Diferenca de Conjuntos

A diferenca entre A e B (conjuntos) é o conjunto formado pelos elementos de A que
nao sao elementos de B. Matematicamente tem-se que:

A-B={x|x€Ae x¢B}
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Exemplo 2.28

a) Sendo A={1, 2,3}e B={2, 3, 4, 5}, segueque A—B =11, 2, 3} - {2, 3, 4, 5} = {1},
pois 1 é o tnico elemento que estd em A e ndo estd em B.

b) Se A={a, bfeB={a, b, c, d, e}, tem-seque A—B={a, b}—{a, b, c, d, e} = @,

ja que nao existe elemento de A que também nao seja elemento de B.

Complementar de B em A

Definicao 2.12 Dados A e B conjuntos, onde B ¢ A, denomina-se complementar de B
emrelacdo a A, e indica-se por Cﬁ ou B, o conjunto A— B.

Observacao 2.18 Sendo assim, se x € CAI? = x€ A e x¢ B, ou seja: se x estd no comple-
mentar de um conjunto, ele n@o pode estar no conjunto, e, se x estd no conjunto, nao
pode estar no seu complementar.
Exemplo 2.29

a) A={1,2,3,4}e B=1{2,3,4}=>C} = {1}

b) A={1,2,3,44=B=>Ci=¢

¢) A={a,b,c;eB=¢=>Ci=A
Observacao 2.19 Quando ndo houver duvidas sobre qual o universo em que se estd
trabalhando, para simplificar a notagdo, podemos representar o complementar de uma
parte A desse universo por A€. Portanto, sex€ A=> x ¢ A esexe A = x ¢ A.
Propriedades 2.4 Seja U o conjunto universo e A e B subconjuntos de U. Entdo:

a) UC=9

b) g¢=U

o (A6)°=4

d AnA“=¢

Demonstracao:

a) e b) Deixadas como exercicio.

S c c
¢) Como sabemos, nesse caso é preciso mostrar que (A®)”" c Ae que A< (A¢)".
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— Tomemos x € (A€)® = x¢ AC = x € A. Logo, V x € (A€) vale que x € 4,
. c\C
ie, (A“)" c A.

— Sejaagora, x€ A=> x ¢ A => x € (A€), ie, ¥ x € A vale que x € (AC)°.
Isso implicaem A c (AC)C.

. (A9 = A

d) Considereum x€ ANA® = x€ A e x€ A%, 0o que é um ABSURDO pela Definicdo
2.12 ou também, pela Observacao 2.18. Portanto, ﬂ xe AnACe, por isso, tem-se

queAr‘uAC:@. .

Além das Propriedades 2.4, descritas anteriormente, destacam-se outras duas pro-
priedades, denominadas Leis de De Morgam ou leis de Dualidade, enunciadas aqui
pelo Teorema 2.1.

Teorema 2.1 (Leis de De Morgan ou de Dualidade) Para quaisquer dois conjuntos A e
B de um universo U, vale que:

a) (AnB)¢=AuUB¢

b) (AUB)¢=A“nB¢
Demonstracao:

a) SejaxeU. Sexe(AmB)C:>x$(AmB):>x$Aoux$B.Logo,

x€ A ouxe B¢ = xe(A°UB% = ANB)¢ c AU BY).

Se x€ (A°UB®) = xe A ou x € B®
=>x¢Aouxé¢B
=>x¢ANnB
=>x€(AnB)°
= A“UB¢c(AnB)C.

. (AnB)¢ = A UBC.

b) Deixada como exercicio.
||

Existem muitas outras propriedades dos conjuntos, mas o objetivo desse capitulo
é apenas introduzir os conceitos iniciais e apresentar alguns exemplos de demonstra-
¢Oes para que o aluno se familiarize com as notag¢oes e alguns raciocinios utilizados
em demonstracoes que envolvem conjuntos genéricos. Propriedades mais complexas
geralmente sao estudadas e demonstradas em cursos de dlgebra abstrata e de andlise
real.
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2.8 Exercicios

1.

5.

Descreva os conjuntos abaixo por meio das propriedades de seus elementos.

a) A=1{4,6, 8, 10, 12}
b) B=1{2, 3,5, 7}
c) C={Lua}

d D= {Mercﬁrio, Veénus, Marte, Jupiter, Saturno, Urano, Netuno}

Quais dos conjuntos abaixo sdo unitérios? Justifique sua resposta.

a) A={xeN|x=2ex<1} b) B=1{2,3,5,7}

c) C={Lua} d) D={x|x<0exeN}
e) E={yez|-4<y=<-3}

Algum conjunto do exercicio anterior € vazio? Justifique.

Classifique cada sentenca abaixo em verdadeira (V) ou falsa (F), apresentando
uma justificativa para as sentencas falsas.

a) 0€{0, 1, 2, 3} b) {a, b} c{a,b,c}
) —4€ (-7, -5, —4, 0} d) {a, bie{a,b,c)
e) —9€{-10, -8, -5, —4} f)y -5ez

g peil, 2 9 h) -5€eN

i) pcil, 2,9 p-?ez

b V23eQ D) Vilel

m) 0,7777777...€ Q n) 234,541 € @
0) V37€eR

p) 0,000000032 €1

Use verdadeiro (V) ou falso (F) para cada uma das afirmacoes. Para as afirmacoes
falsas apresente uma justificativa.

a) Qnl=¢ b) Qnz=Q
c) QUI=R d Qnz=12
e) NnZ=7 f) luzZ =1

g NNZ=N h) QuZ=7

) QuUZ=0Q ) ZUN=N
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10.

11.

Considerando que A, B e C sdo conjuntos quaisquer, classifique como verdadeiro
(V) ou falso (F). Apresente uma justificativa para as sentencas falsas.

a) Be(AuB) b) C>(ANnB)
c) Bc(AUB) d) Cc(AnB)
e) (AuUB)cB f)y (AnB)=C
Considere os conjuntos A e B definidos da seguinte forma: A=QnNRe B=01-Q.

E possivel afirmar que AU B = R? Justifique sua resposta.

(CEFET-AL) Em relacdo aos principais conjuntos numéricos, ¢ CORRETO afirmar
que:
a) Todo niimero racional é natural, mas nem todo ntimero natural é racional.
b) Todo numero inteiro é natural, mas nem todo nimero natural é inteiro.
¢) Todo ntimero real é natural, mas nem todo ntimero natural é real.
d) Todo numero racional é inteiro, mas nem todo nimero inteiro é racional.

e) Todo numero irracional é real.

. (FATEC) Sejam a e b nimeros irracionais. Dadas as afirmacoes:

I) a-béum ntmero irracional.
II) a+ b é um namero irracional.

III) a— b pode ser um ntimero racional.
Podemos concluir que:

a) as trés sao falsas.

b) as trés sdo verdadeiras.

c) somente I e III sdo verdadeiras.

d) somente I é verdadeira.

e) somente I e II sdo falsas.
(UFSE) Os senhores A, B e C concorriam a lideranca de certo partido politico. Para
escolher o lider, cada eleitor votou apenas em dois candidatos de sua preferéncia.

Houve 100 votos para A e B, 80 votos para B e C e 20 votos para A e C. Em
consequéncia:

a) venceu A, com 120 votos. b) venceu A, com 140 votos.
c) Ae B empataram em primeiro lugar. d) venceu B, com 140 votos.

e) venceu B, com 180 votos.

(UFMG - 2003) Em uma pesquisa de opiniao, foram obtidos estes dados:

* 40% dos entrevistados leem o jornal A.

* 55% dos entrevistados leem o jornal B.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

35% dos entrevistados leem o jornal C.

12% dos entrevistados leem o jornal A e B.

15% dos entrevistados leem o jornal A e C.

19% dos entrevistados leem o jornal B e C.

7% dos entrevistados leem os trés jornais.

135 pessoas entrevistadas ndo leem nenhum dos trés jornais.

Considerando-se esses dados, ¢ CORRETO afirmar que o ntimero total de entre-
vistados foi

a) 1.200 b) 1.500 c) 1.250 d) 1.350

(UFMG - 2006) Uma pesquisa foi feita com um grupo de pessoas que frequentam,
pelo menos, uma das trés livrarias, A, B e C. Foram obtidos os seguintes dados:

* das 90 pessoas que frequentam a Livraria A, 28 nao frequentam as demais.
* das 84 pessoas que frequentam a Livraria B, 26 nao frequentam as demais.
 das 86 pessoas que frequentam a Livraria C, 24 ndo frequentam as demais.

* oito pessoas frequentam as trés livrarias.
Determine o numero de pessoas que frequentam apenas uma das livrarias.

Demonstre as propriedades c) e d) das Propriedades 2.2, ou seja:

c) AUB=BUA d AuBuUuC)=(AuB)UC

Demonstre as propriedades b) e d) das Propriedades 2.3, ou seja:

b) An(BNC)=(AnB)nC d Ang=¢

Demonstre as propriedades a) e b) das Propriedades 2.4, ou seja:

a) UC=¢g b) ¢ =U

Demonstre a segunda lei de De Morgan, item b) do Teorema 2.1, ie:
(AuB)¢ = A°nBC.

Explique com suas palavras, porque podemos afirmar que os conjuntos @ e [ sdo
disjuntos?

Use os conjuntos A={ }, B={a}, C={a, b} e D={a, b, c} para conjecturar que:
Se um conjunto K tem cardinalidade n, entdo #P(K) = 2", ou seja, a cardinalidade
do conjunto das partes de um conjunto com n elementos é sempre igual a 2”.

Seja n(X) o numero de elementos de um conjunto finito X (outra notagdao para
cardinalidade). Mostre entdo que, se A e B sdo conjuntos finitos, verifica-se a
importante relacao:

n(AuB) =n(A)+n(B)-n(AnB).
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Em uma escola que possui 712 alunos, 421 estudam Inglés, 283 estudam Franceés
e 89 estudam ambas as linguas.

a) Quantos alunos estudam Inglés ou Francés?

b) Quanto alunos nao estudam nenhuma das duas?

Considere dois conjuntos A e B de um universo U, tais que AN B # @. Construa
um diagrama de Venn para representar cada um dos conjuntos solicitados.

a) A-B b)B-A ¢ AUB dAnB e A® B¢ g (AnB°

(ENEM - texto modificado) Em determinado dia houve uma campanha de doacao
de sangue em uma Universidade. Sabe-se que o sangue das pessoas pode ser
classificado em quatro tipos quanto a antigenos. Uma pesquisa feita com um
grupo de 100 alunos da Universidade constatou que 42 deles tém o antigeno A,
36 tém o antigeno B e 12 o antigeno AB. Sendo assim, podemos afirmar que o
numero de alunos cujo sangue tem o antigeno O é:

a) 20 alunos b) 22 alunos

¢) 34 alunos d) 35 alunos

e) 36 alunos

Dados os conjuntos A=1{2, 3, 4, 5, 6 e B={-1, 0, 1, 2, 3}, represente as opera-
¢oOes abaixo.

a) AuB b) AnB

c) A-B d B-A

Classifique cada sentenca como V (verdadeira) ou F (falsa), sempre justificando a
sua resposta.

a) A soma de um numero racional com um ntmero irracional é sempre um
namero irracional.

b) O produto de dois ntimeros irracionais pode ser racional.

¢) A soma de dois ntimeros irracionais € sempre um niamero irracional.

d) 1,888888...€Q.
Em certa comunidade hd individuos de trés racgas: branca, preta e amarela. Sa-
bendo que 70 sdo brancos e 350 ndo sao pretos e 50% sdo amarelos, pergunta-se:

a) Quantos individuos tem a comunidade?

b) Quantos sdo os individuos amarelos?

Sejam A =[0; 5[ e B =]1; 3[ dois intervalos reais, isto é, A é o segmento de reta de
0 inclusive a 5 exclusive; e B é o segmento de 1 a 3 exclusive. Determinar Cf{.

(PUC-MQG) Se A=]-2; 3] e B =[0; 5], entao os numeros inteiros que estao em
B — Asao:

a) -1e0 b) 1e0

c) 4e5 d) 3,4e5

e) 0,1,2e3
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28. Sejam A e B conjuntos genéricos. Para que se tenha A— B = @ é necessdrio que se
tenha A = B? Se a resposta a essa pergunta for verdadeira, demonstre-a, mas se
for falsa, apresente um contra exemplo.

29. Obtenha os conjuntos solicitados.
a) CF b) C) o) CY d Ch e) CJ

30. Determine Cg sendo A={c, d, e, f, geB={a, b, c, d, e, f, g h, i, j}.



CAPITULO

Potenciacao e Radiciacao

3.1 Potenciagao

Poténcia de expoente inteiro

Definicdo 3.1 Define-se a”” com a € R e n € N, e denomina-se poténcia de base a e
expoente natural n, da seguinte forma:
a'=a-a-a-...-a

—_—
n vezes

Além disso, se n = 1 ou n = 0 define-se as poténcias de expoente n respectivamente por

1
a n_ﬁ
Exemplo 3.1
a) 3*=3-3-3-3=81 )
b) (-2)°=(-2)-(-2)-(-2)=-8
o (2)3_222_23_ 8 1
5/ 555 5 125 d) 77 =7
1 1
-6)°=1 f) 43=—=—
e) (-6) ) yEimiy
-2
g) (—) :;:L:g h) 03 =0
3 (2/3)2  4/9 4

Exemplo 3.2 A notacdo cientifica é uma das grandes aplicagoes das poténcias de expo-
entes inteiros. Ela serve para representar niimeros muito grandes ou muito pequenos de
forma padronizada. Um niimero escrito em notagdo cientifica deve estar na forma

m x 10k,
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ondel < |m| < 10 é um numero racional denominado mantissa e k € Z é a ordem de
grandeza.

Para se escrever um determinado ntimero em notagdo cientifica, deve-se deslocar sua
virgula até que se obtenha a mantissa, isto é, um niimero cujo moédulo seja maior ou
igual a1l e menor do que 10. Fazendo-se isso, a ordem de grandeza k serd o niimero de
casas deslocadas se o deslocamente ocorreu para a esquerda, e o simétrico desse niimero
se o deslocamento for para a direita (isso é, serd um valor negativo).

A distancia do planeta Terra até o Sol é de aproximadamente 149.600.000 km. A
forma desse niimero em notagdo cientifica é

1,49 x 108 km.

Jd a massa de um proton é de cerca de 0,00000000000000000000000000167 kg. Obvi-
amente, escrever esse niimero toda vez que se quiser apresentar a massa do proton ndo é
muito conveniente. Sendo assim, escrevé-lo em notagdo cientifica torna-se muito mais
vantajoso, e serd da forma

1,67x107% kg.

Observacao 3.1 Percebe-se facilmente que, da forma como uma poténcia de expoente
inteiro foi definida, vale que:

a) Sea=0en>0 = a"=0.
b) Sea=0en<0 = B a"
¢) Sea>0 = a">0,VneZ.

a®>0 senépar

d Sea<0 = { a” <0 senéimpar

Propriedades das poténcias

As poténcias de expoentes inteiros possuem varias propriedades importantes e tteis
em diversas aplicagoes da matemadtica na propria matematica, mas também na Fisica,
nas Engenharias, na Biologia etc.

Considerando a,b e R e m, n € Z, as principais propriedades serdo descritas a seguir.
Também faremos a justificativa de todas elas, mas, por comodidade, essas justificativas
considerardo apenas o caso onde m, n € N.

1. O produto de poténcias de mesma base pode ser efetuado pela conservacao da
base e soma dos expoentes:

m n m+n

a’ " -a =a

A justificativa para essa propriedade é simples, pois como

a’=a-....a e a'=a-...ca
N—— N——

m vezes nvezes
segue que:

a®-a"=a-...-a-a-...-a
S—— S——\—r

m vezes nvezes

=a-a-a-...-a
~—
m+n vezes

m+n
=a
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2. O quociente de poténcias de mesma base pode ser calculado pela conservagao
da base e subtracdo dos expoentes, conforme descrito na igualdade a seguir:

—=a™" a#0

A justificativa dessa propriedade usa a mesma ideia da propriedade 1, porém,
tem-se vdrias possibilidades para m — n, de acordo com os seguintes casos:

e Sem>n:
m vezes
m ,—Aﬁ
a a-...-a m—n
—=———=qa-a-...-a=a
a® a-....a S———
N—— m-n vezes
n vezes
e Sem=n:
m vezes
m ,—J%
a’ a-....a o um m-n
—=——=1=a"=a =a
a® a-...-a
——
m vezes
e Sem<n:
m vezes
——
m
a a-...-a 1 1 (o _
a® a-...-a a-...-a alt-m
~—— ~——
n vezes n—m vezes
Exemplo 3.3

a) 33.371=33"V=32=9

o (5] -

o (2)3_5 (2)_2 (5)2
d) 2] =[2] =[2
(2/5)° \5 5 2

3. O produto de poténcias do mesmo expoente pode ser expresso por

’a”-b”: (ab)"

Uma forma simples de justificar a validade dessa propriedade é observar que

a'-b"=a-a-....a-b-b-...-b

- -

n vezes n vezes
=ab-ab-...-ab
—_—

nvezes

= (ab)"
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4. O quociente de poténcias de mesmo expoente tem a seguinte propriedade

a® (ayn
ﬁ:(g) ,b;éO
Observe que
n vezes
Crd aa Loy
b* b-..b b b b b’
——
n vezes n vezes

o que justifica essa propriedade.

5. Para finalizar, tratemos da propriedade relativa a poténcia de uma poténcia

(al’H) n — amn
Temos que

(@™ "=a™-a™-...-a™

~
n vezes

\

n vezes
A

_gmtmt+m

justificando essa propriedade.

Exemplo 3.4

a) 3*.2¢=3.2%=6

5—3 5 -3 3 3

b) ?3‘(5) ‘(5)
1

0 (93) ' =92(D=92= a1

6_52n+1 _4.52}1

Exemplo 3.5 Obtenha a simplificacao da expressdo >>—5=r

Resolucao:

6-57"*1—4.52" 3.521*1_p.5%  3.52".5-2.52" 52]5-2) 13

30- 25" - 15-(5%)n 15- 52" - 15.52" 15




3.2. Radiciagdo 45

3.2 Radiciacao

Definicao 3.2 Sejam a € R e n € N. Define-se a raiz enésima de a, onde a e n sdo deno-
minados respectivamente por radicando e indice da raiz, da forma

Va=b<—b"=a,
sendo que o niimero b é tinico e:
— sen forpar—= a=0-¢e b=0;
— sen forimparea<0 = b<0;
- sea=0 = b=0VneN.

Observacao 3.2

1. Pela Definicao 3.2 segue que araiz de indice 1 de a é igual ao proprio a, ou seja,
v/a = a. Esse tipo de raiz geralmente nao € utilizada e as vezes nem é considerada
na definicao.

2. Para araiz de indice 2, denominada raiz quadrada, é muito comum nao apresen-
tar esse indice de forma explicita, isto é, &/a é geralmente representada, da forma

va.

3. Uma raiz de indice 3 é denominada raiz cdbica, de indice 4 € raiz quarta, de
indice 5 € raiz quinta e assim sucessivamente.

Exemplo 3.6 Observe os valores calculados para as raizes apresentadas:
a) V9 =3, pois 32 =9. Ou seja, a raiz quadrada de 9 é igual a 3.
b) /49 =7, pois 72 = 49.
c) v8=2,jaque?23=8.Isto é, araiz ctibica de 8 é igual a 2.
d) v/—-8=-2,jaque (-2)3 = —8.Isto é, a raiz ctibica de —8 é igual a —2.
e) v—32=-2, pois (-2)° = —32.
f) v/32 =2, pois 2% = 32.
g) v0=0, pois 0’ =0.
h) v/—64 = —4, visto que (—-4)3 = —64.

Observacdo 3.3 E comum alguns alunos confundirem e considerarem, por exemplo,
que V4 = +2. Isso porque, pensam apenas que a raiz quadrada de 4 deve ser o niimero
que elevado ao quadrado resulte em 4, e tanto 2 quanto —2 possuem essa caracteristica.
Contudo, a definicdo é clara em garantir que qualquer raiz enésima de um niimero ndo
negativo serd sempre ndo negativa. Isso garante que 2 é o tinico resultado para v/4.

Uma definicdo que ajuda a garantir que esse tipo de confusdao ndo aconteca é
escrever a Definicao 3.2, na parte relacionada ao caso onde o indice da raiz é par, da
seguinte forma:

—a se a<0

Definicao 3.3 Sen épareacR, entdo \/"a”:|6l|:{ a se a=0"
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Exemplo 3.7

a) O numero 4 pode ser escrito como 22 e (=2)2. Entéo,

Vi=V22=2/=2 e Va=\/(=22=|-2|=2.
b) V/(-3)4=|-3|=3#-3.
o) V/(5—v41)° = |5— V41| = VA1 -5, pois 5 < V/41.

Observacao 3.4 Atente para o fato de que essa definicdo deixa claro que uma forma
para calcular v/ a™, com n par, ndo é “cortar” ou “cancelar” o expoente do radicando com
o indice (como muitas vezes é ensinado, ou entendido!), mas sim, considerar o moédulo
dea.

Potenciacao com expoente racional

Nessa secdao vamos apresentar a definicao de poténcia de expoente racional. A ideia
por traz dessa definicdo serd garantir que todas as propriedades de poténciacdo validas
para expoentes inteiros também sejam validas quando eles forem quaisquer racionais.
Considere n€ Z*, a€ R, e o caso particular do racional 1/n. Para que a propriedade
do produto de poténcias de mesma base continue vélida, é necessdrio que se tenha

1

1,1 1
ntutty =a =a.

SIS

=da

.1 , ..

Portanto, a poténcia a» deve ser o nimero positivo que elevado a n resulta em a.

Sendo assim, de acordo com a definicao de raiz enésima, segue que esse nimero é a
raiz enésima de a, ou seja, consideraremos que

a%:{l/a.

Considere agora o racional m/n. Com a mesma ideia, temos que

=13
L =13

m m m
...a TR
v
vezes

=a

m\n m
n

~ m . oy
Entao, como a» é o nimero positivo que elevado a n resulta em a””, segue pela

.~ . . s . m .
definicao de raiz que a raiz enésima de a” deve ser a». Com isso, apresentamos a
definicdao formal de poténcia de expoente racional.

Definicao 3.4 (Poténcia de expoente racional) Sejama€R,, me Z en e Z*. Define-se
que

an = Vam.

Exemplo 3.8

a) \/5:5%
b) 41 = V43 = /64

c) 9_71:\/29‘1:</I:1
9 3
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d) 1024%1 = 1024110 = V1024 = V210 =2

o T

Propriedades dos radicais

Considerando que todas as propriedades para poténcias de expoente inteiro sao validas

para expoente racional, é possivel justificar as principais propriedades para radicais.
Considere, entdo, a, be R, m, n, t € N e os radicais ¥/a e ¥/b. Entdo, tem-se que:

1. Produto de radicais de mesmo indice
O produto entre os radicais é

(l/a. {l/E: a%-b% :(ab)% = \n/ab

Portanto,

Ya- Vb= Vab

Entdo, na multiplicacao de radicais de mesmo indice, pode-se conservar o indice
e multiplicar os radicandos.

2. Quociente de radicais de mesmo indice

O quociente entre eles pode ser expresso por

N

Q
Q
|~

b b

Va W
=1/=, b#0
Vb Vb

Logo, na divisao de radicais de mesmo indice, pode-se conservar o indice e dividir
os radicandos, obviamente com b # 0.

B _(a)%:na

=
S

Entao,

3. Poténcia cuja base é um radical
Consideremos o radical {/a como base da poténcia de expoente m. Entao,

(\"/a)m = (aﬁ)m —an = Vam

Logo,
(va)" = Vam
Sendo assim, elevar um radical a um expoente m é equivalente a elevar o radi-
cando a m.
Exemplo 3.9

a) V5-V52=v5.52=y53=5
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4.

b) v2-v/50=v2-50 =100 =10
©) Sex,y€R,entdo V3-v3x-/¥=1/9xy=3/Xy

d) g=§/§=f/ﬁ:3

e (vV7)’ =V7

f) (V3)'=v3T=3

g (V6) " =V67

h) V-8-V27=-2-3=-6=+v-8-27=/-216
Raiz de raiz

Observe que 4/ {/a pode ser reescrita como

Entao,

Portanto, para obter a raiz de uma raiz, pode-se conservar o radicando e multipli-
car seus indices.

. Simplificacao de radicais

Considere a raiz enésima da poténcia a’™. Entao,

m mt nt
n

vVam =agn = qgnt = amt

Logo,

n am = nt amt

Sendo assim, ao se multiplicar ou dividir o indice de uma raiz e o expoente do
radicando por um mesmo valor inteiro positivo ¢, seu valor ndo se altera.

Exemplo 3.10
a) VYA = VAT = Y=y
b) VV13=*¥13= V13
) m: 22223: 1\6/5
d) V5= /512 =52
e) V2i= V24 =2
b YT = B = Y7

g)
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Exemplo 3.11 Outra importante aplicacdo da potenciacao é na din@mica populacio-
nal. Apresentaremos aqui dois exemplos simples de modelos matemdticos que descrevem
crescimentos de populagoes e que possuem poténcias envolvidas.

1. Com conhecimentos de uma drea da matemdtica denominada Equagoes Diferenciais,
é possivel provar que a populagdo do Brasil, até o ano de 2010 cresceu seguindo o modelo
martemdtico

257-10°
140,51 -¢~0041+80

y() =

Nesse modelo', y(t) representa a populacéo do Brasil em milhées de habitantes no ano
t, que pode variar de 1950 a 2010. Os erros observados entre os valores obtidos por esse
modelo e os dados coletados pelo IBGE variam de 0,5% a 1,5%, indicando boa correlagdo
entre os resultados. A constante e representa o niimero de Euler. Mais detalhes sobre o mo-
delo de crescimento logistico e do ntimero de Euler podem ser obtidos em [17, 18, 19, 20].

2. Uma espécie de bactéria de nome “Escherichia coli’, responsdvel por mais de 50% dos
casos de intoxicagdo alimentar, possui uma taxa de crescimento populacional de 80%
a cada 30 minutos sob condicoes ambientais ideais. Ao se considerar uma populagéo
inicial de 100.000 bactérias, o ntimero P(n) de bactérias em fung¢do do niimero n de
periodos de 30 minutos é dado por"

P(n)=100.000-1,8".

Observe que no momento inicial, ou seja, quando n = 0, tem-se que P(0) = 100.000
bactérias, que estd de acordo com os dados do exemplo. Além disso, apés uma hora,
como temos dois periodos de 30 minutos, segue que o niimero de bactérias serd dado por
P(2) =100.000- 1,82 = 100.000- 3,24, isto é, ter-se-d

P(2) =324.000 bactérias.

3.3 Simplificacao de radicais

Utilizando as propriedades dos radicais e da potenciacao, é possivel obter uma expres-
sdo equivalente a um determinado radical, mas escrita de uma forma mais simples.
Fazendo isso, dizemos que o radical foi simplificado. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 3.12 Segue a simplificagdo de alguns radicais:
a) Va2= Vx22=x
b) {/x*y2=Vx* {/y2= Vxi2. 22 = V32 yy=y/x2y
c) V32-x5= V25.x5="V255.x55 = {/2x

Esse modelo é denominado Logistico e tem representacao grafica aproximada a um “S”. Essa nome-
clatura foi utilizado pela primeira vez pelo matemaético Pierre Frangois Verhulst, a partir de 1844. As
aplicacdes possiveis da func¢do logistica sao muitas, destacando-se: rede neural artificial, biologia,
biomatematica, quimica, demografia, economia, geociéncias, psicologia matemética, probabilidade,
sociologia, ciéncias politicas e estatisticas.

Modelo apresentado na referéncia [21].
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d) v/324=v22.3%=V22.V/3% =34

e) V7200=125.32.52=4.3.5\2=60v2

f) V610 =6°

g) V/38.27=v/35.3.25.22=v/35.25.V/3.22 =612

h) /By Pw=/3y5y2 P w = /y5 VB yPw = yz /By w

) V37 Pw= /3y 22w =Vx3-\/y® -V y2w=xy}zYy2w
i) Va'bbc*d® = Vababbc3cd® = Vab- Vb8 - V'3 -Vd?- ac = a’bPcd® Y ac

Exemplo 3.13 Obtenha o valor de K = ¥/243+7°— (0,25)2 +(0,5)3- 1 +2%° — (2%)°.

Resolucao: Separadamente temos que,

V243 =V/35=3,

25 -2 1 -2 1 -1
(0,25)—2:(—) :(—) :[(_) ]:42:16,
100 4 4

w5 )

o 23 =233 _-29_5]2

(23)* =232 =26 =64,
Logo,

= V243 +7° - (0,25) % +(0,5) % ; 2% (2%
:3+1—16+8%+512—64

= —12+1+448

=437,

3.4 Reducao de radicais ao mesmo indice

Em operac¢oes de multiplicagdo e divisao de radicais, é necessario que eles possuam
o mesmo indice, conforme ja vimos nas propriedades 1 e 2 de radicais. Sendo assim,
dados dois ou mais radicais, é importante sabermos como obter radicais equivalentes a
cada um deles, de forma que todos possuam o mesmo indice.

Uma forma de se fazer isso é calcular o MMC (minimo multiplo comum) dos indices
envolvidos, que serd o indice que cada radical dever4 ter. Logo apds, deve-se dividir
0 MMC por cada indice. O resultado obtido nessa divisao, serd um fator que deve ser
multiplicado pelo indice e pelos expoentes de cada fator no radicando. Para facilitar o
entendimento, vejamos alguns exemplos:

Exemplo 3.14 Observe a redugdo de cada par (ou trio) de radicais ao mesmo indice.



3.5. Racionalizagdo de denominadores 51

a) v/ xy?e/x3y.Como osindices dos radicais sao 3 e 5, deve-se obter o MMC desses
dois valores: mmc(3,5) = 15. Em seguida, divide-se 15 por 3 e por 5, obtendo 15:
3=5e15:5=3. Logo, o préximo passo serd multiplicar os indices e os expoentes

dos termos dos radicandos de {/xy? e de {/x3y por 5 e por 3 respectivamente,
que nos leva aos seus radicais equivalentes, que sao

/x5 910 ¢ 1¥/x9.y3

b) V2, Vab? e 3/x2y3 sdo respectivamente equivalentes a V23, Va2b*e %/x8y12.

3.5 Racionalizacao de denominadores

Seja uma fracdo que tenha em seu denominador um ntmero irracional da forma
{/a™. Racionalizar esse denominador néo é nada mais do que obter uma nova fracdo,
equivalente a primeira, e que possua denominador racional™.

Dada uma fragao qualquer, uma forma de obter outra fracao, equivalente a primeira,
é multiplicar a primeira por 1, mas escrevendo esse termo de uma forma conveniente.
Isso pode ser obtido de varias forma, como, por exemplo: propriedades de radicais e
produtos notdveis. Vejamos:

Fracoes com denominadores do tipo /a

Seja a fracdo 2/ v/5. Ao racionalizarmos esse denominador, v/5, devemos pensar em
escrever o numero 1 de forma que, ao se efetuar a multiplicacdo dessa fracao por 1, o

denominador se torne racional. Observe que se multiplicarmos apenas o denominador

pela prépria v/5, teremos v/5-v/5 =5 € Q. Logo, escrevemos 1 = % e teremos que:

2 _2 V5 _2V5
5 V65 V5 5
——

=1

Sendo assim, a nova fracdo obtida é equivalente a primeira, mas apresenta denominador

racional, e o ndmero v/5 é chamado de fator de racionalizacdo ou racionalizante.

A racionalizacao de 3+v2 pode ser feita da seguinte forma:

V2

3+v2 _3+V2 V2 _(3+Vv2)-v2 _3v2+2
W2z V2o oTv2ev2 o 1

onde o fator de racionalizacdo é v/2.

ii - por favor, apés estudarem essa secao do livro, NAO entendam que racionalizar um denominador é
algo obrigatério. E apenas uma forma, considerada mais elegante por muitos, de obter uma fragao
sem denominadores irracionais. Além disso, historicamente a racionalizacao foi ttil para facilitar
célculos quando nao existiam calculadoras. Por exemplo, é bem mais pratico fazer a divisdo de
1,4142 por 2, do que obter o resultado de 1 dividido por 1,4142 (sendo 1,4142 = v/2). Observe que a
segunda divisao é uma aproximacao para 1/v/2, enquanto que a primeira ¢ uma aproximacao da sua
racionalizacdo. Para mais detalhes, ver [22].
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Observacao 3.5 Os dois casos de racionalizagdo de denominadores descritos até aqui
servem para ilustrar o fato de que, sempre que o denominador da fracdo for da forma
v'a, o fator racionalizante serd \/a, pois:

va-va=lal.

Fracdes com denominadores do tipo v a™

Seja, agora, a fracao 5%/7_2 Observe que o indice da raiz apresentada no denominador

é diferente de 2. Nesse caso, pode-se obter a racionaliza¢cdo dessa fracdo da seguinte
forma:

Como queremos que ao se efetuar a multiplicacdo do numerador e denominador
dessa fracao pelo fator racionalizante, obenha-se um denominador racional, devemos
procurar qual deve ser o fator A tal que

1

7
v 72-A:7:72/5-A:71:A:%zA:ﬂ‘s%:A:\5/73.

Logo, V73 é o fator racionalizante e, portanto
3 3 VP 3WP 37
VE VR VR VE T
O fato do expoente do radicando ser igual a 3 no terceiro caso do exemplo anterior

ndo é coincidéncia. Esse valor pode ser obtido fazendo-se a diferenca entre o indice do
radical, que no exemplo é 5 e o0 expoente do radicando, que é 2, isto é,5—-2 = 3.

Observacao 3.6 Em geral, sempre que a € Q, n > 2 e o denominador for do tipo v a™, o
seu fator racionalizante serd v/ a"~"™, pois:

Yam.Yan—m =Y gm.gn—m=/gmtn-m = \/gm-my+n = {/gn = { a senéimpar _

la| senépar

Exemplo 3.15

5
possui como fator racionalizante o radical v/(-2)3, o que implica em
V(=24
uma racionaliza¢do da forma
5 5 V(=23 5V(=2% 5V(=28_ 5V(-2)°
Vet Vet V3 0V E03 Ve 2

8
2. Ja afragdo ———— tem como fator de racionalizacao Y/(=2)8, 0 que leva a
Vv (-2)*
8 8 10 _2 6 8 10 _2 6 8 10 _2 6
- =— .1\/0( P _ 10\/( ) _8V(-2 Y
Vit Vet Vs Yoo -2

Exemplo 3.16 Racionalize a fracdo >—

V256"
Resolucao: Primeiro, observemos que V256 = V28 = v/25.23 = 2v/23, Entao, pode-

S€ escrever que
6 6 3 V22 3V22 3V22

V256 208 VB V2 UB 2
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Fracoes com denominadores do tipo \/a+ Vb

Do produto da soma pela diferenca de dois termos sabemos que (x + y)(x —y) = x%— yz.

Logo, considerando a, b € Q,, tem-se que

Wa+Vha-vh =(va) - (V] =a-b,

sendo que (a—b) € Q.
Entao, tem-se uma forma clara de obtencao dos fatores de racionalizacao para os
casos v/a+ Vb e y/Ja— Vb, descritos na Observacao 3.7.

Observacdo 3.7 O fator racionalizante da fracdo serd v/a— Vb quando seu denomina-

dor for \Ja+ Vb eserd vJa+ Vb quando o denominador for do tipo \/a— V'b. Dessa
forma, sempre se terd o produto da soma pela diferenga de dois termos, gerando um
denominador racional.

Exemplo 3.17

L 3 3 VB3-v7_3(v3-V7) 3(V3-v7)  3(v3-V7)
CVBAVT VBT VBT (VAP -(Vi 37 4
, _ V10 VIO VI0+vB _VIO(VIO+VE) 10+VB0 . . =
' VI0-VB VIo-vB VIo+vE 108 2 '

3.6 Exercicios

1. Obtenha os valores das seguintes poténcias:

a) 42° b) 13! c) 120 d) (3)°

e) (-3)7° £) (0,3)3 g 37! (37

D (-3)" D3~ K772 D-(-3)°
m) —(-1)" n) -(-1)8 o977 w00

2. Considerando que a € N, obtenha o valor de
Z — (_1)2a+1 + (_1)251 _ (_1)2@4‘3 _ (_l)a.
3. Utilizando as propriedades de potenciagao simplifique ao méximo a expressao
3 2
(x5-y4) .(xz .yS) .x.yz_

4. Considere o nimero g = <2, em que m = (%)_2 +0,3en=4- (%) Ovalorde g é
tal que:

a)0<q<1 b)l<g<2 02<qg<3 d3<g<4 e)d<qg<5
5. O valor de 2 6315 é:

a) (3)° b) 715 o (3)° d) 31°
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6. Dois casos especiais de potenciacdao costumam confundir os estudantes:

10.

11.

12.

13.

. ) n
i)—a" eii)a™

a) O caso —a” é definido por —a"" =-(a")=—-(a-a-...-a).

n vezes
n vezes
—

b) O caso a™" é definido por a™" = a

Obtenha um exemplo numérico que mostre que —a” # (—a)” e outro que mostre
n
que a™ # (a™".

0,01-0,001-107!

10000001 €M funcao de a, é:

Se a=1073, o valor de
a) 100a b) 10a ca d) 1—‘6

Considerando que a- b # 0 e que b # 0, simplifique as expressoes.

3
a) (a® b?)?-(a® b2)° b) | (a?- %)’
a3.b24_ 6l4'b32 6l8'b6 10
o (@) b o [22)
(az.bS) a b
(x—Z_y3)—2
Considerando x - y # 0, simplifique a expressao ————-.
(x3,y—4)3
Sendo x # 0 e y #0, simplifique cada expressao:
3.,-4\2
8.12)3. (52 y2)2 b(&)
a) (x2-y“)-(x7=-y9) ) ¥ 2.5
2. ,=2y—4 (=3 ..,-3y-2 -5, .7\ 3
C)(xy) (x7-y™) d)(x y)
(x~2-y75)2 x8-y73
e (x'+y - (x+ ! f -yt =y™H!
1\7% (1\73
(PUC-MG) O valor da expressﬁoA:(g) —(5) é:
a) 1 b) 1 o3 d 2 e) —7
(ab)~!

Considere a, b € R*. Simplifique a expressao sem deixar que expoentes
=

1, p-1
+b
negativos aparecam explicitamente.

Um aluno do ensino médio foi solicitado para encontrar o resultado da seguinte
raiz: vV x?, x € R. Ele respondeu que

x2=x.

Comente de forma critica a resposta apresentada pelo aluno.
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14. Efetue o calculo dos valores dos seguintes radicais:

a) v/32 b) V1

c) V8 d) V9

e) V0 ) Via-1? aer
g V8 h V(7?2

) V(=23 ) V=571

K -8l D -V

15. Considerando x € R, determine:

a) V(x—2)2 b) v/ (x +5)? c) vV (2x-3)* d) v/ (-5x+2)3

16. Reduza ao mesmo indice os seguintes trios de radicais:

a) vVa’b, vVab? e Va2 b) Vxy2, V/x%2y3 e V/x%y
c) Vadb?, Vadh? e {/xy? d) V/x2y4, 3/xy% e Va?b?
17. UseV (verdadeira) ou F (falsa) para classificar cada uma das sentencas:
a) V25=15 b) v (-6)°=-6
¢ Va*=d? VaceR d v9=-3
e) Va-2?%=a-2 YacR b \/§_§
4 4
g) V(x-52=x-5VxeRex<5
h) —v9=-3
IR 3 —%
27 3 N V(-11)*t=-11
k) V(-6)°=-6 D V=7

18. Simplifique os radicais:

a) V196 b)V18 ¢ V144  d) V729 e) v625  f) V250
g) v512 h)v47  i)v2000 j)v128 k) v3888 1) V54

19. Efetue as operagoes solicitadas e apresente a resposta de forma simplificada:
5 1 2
02 s wVEEVE ol avmiz o s

20. Efetue as operagoes solicitadas:

a) 8V2+5v2-4V2+V2 b) 2v/3+4v2-3V3+6V2
o) v3:(v12-2v27+3V75) d) (V2+3)-v2
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21. Simplifique os radicais a seguir:

a) V729 b) v/ v/216 oV bv'bvb d) (\5/?)

22. Racionalize os denominadores das fracoes apresentadas:

5

7 242 3 9 2 5
a) — b) ) — d — e) —— f) ———
V2 V6 V3 V23 V2-13 3V7+V2

23. Escreva cada item a seguir como poténcia de expoente racional:

a v7i  bvVE V3R d)gi\/§ e)(%)z f)(\6/7_2)3

24. Faca a transformacdo de poténcias de expoentes racionais em radicais e, quando
possivel, obtenha os resultados de forma simplificada:

1 -0,5
1 _1 4\2 1 _1 1 ’ _2
a) 273 b)272 ) (5) d) (0,81)z2 e)(0,27)"2 f) (ﬁ) g) (27)73

25. Qual é o valor da expressdao —7x + 2x2 + x5 —5¢/5+7x°, considerando que x = 25?2

-1
26. Determine o valor de m, sabendo que m = (\/ 1+ 5-4‘1) .

v15-1
27. (PUC-MG) Racionalizando-se a expressao , obtém-se:
V15+1
a) (7—-v15)/8 b) 8—+v15)/7 c) (16—+v15)/14

d) (14-+v15)/16 e) (9—-v15)/13
28. (UFMG) Em relacao aos niimeros reais, a alternativa correta é:
1 3
a) 35°:35=3° b) (339)9 - 33 ) V102 = 10?1

8%
d) o =8° e) (573-7)° =5%49

29. (UFMG) Simplificando a expressdo v9 x 1076-,/0,0049 - /2,5 x 103, obtém-se:

a) 105 b) 10,5 c) 1,05 d) 0,105 e) 0,0105
1
3v57 - V521
30. (PUC-MG) O valorde m= v/ v/2- —— &
2V/8
6
5
a) V5 b) V5 c) V57 d) ;/—_ e) V5
V2
, V1-7x273 - .
31. (UFMQG) Sejay= e O valor de y é igual a:
8 2 1
—— b) —— - d) 2
a) 3 ) 3 c) 2 )
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32. Assinale a afirmac¢do CORRETA:

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

a) n?+nd=n° b) V25 =45 €)0,3x1074=300x10""
d) —xrepresenta um nimero negativo. e) la+ b|=|al+|b|
2
()
(UFMG) A expressao — : (—é) , com a # 0, é equivalente a:
a) —ag b) a% c) —a‘g d) as% e) a_%
1 1
112 33
(UFMG) O valor de m = [(—o, 23+ —=| -— &
25 573
2 2 1 2
a) - b) —V/3 c) -V3 d) =V/3 e) 2V/3
) = )%J' )ﬂf )5f' )2V/3
Sejam as afirmacdoes:
L -5°=1 IL V4= +2 1. 55 = /25 V. VA2 = x
Quantas sdo as verdadeiras?
a) 0 b) 1 c)2 d) 3 e 4
Sendo x < 0, a expressdo y = VxZ — Vx3 + Vxt vale:
a) —3x b) 0 c) 2x d) 3x e)x
5 %64 —/18
(UFRGS) A expressao \/_—4\/_ éigual a:
v50—+v324
a) Y2t3V3 b) 5v/2 V3 d) 8v/2 el

42

(OBMEP-2007, Nivel 1 da Lista 3) Comparacao de niimeros - Escreva em ordem

crescente os numeros: v'121, \3/729 e \4/38416.

(OBMEP-2007, Nivel 2 da Lista 1) Poténcias de 10-O valor de 22%°% XO(%'(?IDZ <1000 ¢

a) 107! b) 1072 c) 1073 d)107* el

-2
a 4a

(OBMEP-2007, Nivel 2 da Lista 1) Uma expressdo - A expressao p X = )_3
27%a

onde a # 0, é igual a:

a) < b) 2 0) 55 d) L e) %
Sabe-se que um capital C aplicado a uma taxa de juros i, por um periodo de
tempo ¢, gerard um montante ao final desse periodo que pode ser calculado pela
equacao M = C-(1+1i)". Sabendo-se que um capital de R$500, 00 foi aplicado a
juros de 2% ao més por um periodo de 1,5 ano, qual serd o montante ao final
desse tempo?

A distancia entre o Sol e a Terra é de aproximadamente 150 milhdes de quiléme-
tros, ou seja, 150.000.000 km. Escreve esse valor em notacao cientifica.
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43. Em notacgao cientifica, qual é a representacdao do niimero 0,00000000000003?
44. E comum se considerar que um ano luz corresponde a 9.460.530.000.000 km. Qual

é a representacao dessa distancia em notacgdo cientifica?
45. (OBMEP - 2007, Nivel 2 da Lista 7) Expressoes com radicais - Qual é o valor de
4
( 1+V1+V1|?
a) V2+v3  b)3(7+3V5) l+2v3  d3 e)3+2v2
46. (OBMEP - 2007, Nivel 2 da Lista 7) Uma diferenca - Qual é o valor de
v/—0,001 x /400 /0,036 — /0,4 .
V0,25 0,4 '
a) -3,3 b) —-4,7 c) —4,9 d) -3,8 e)—7,5
47. (PMMQG) O valor de v9% é:
a) 9% b) 3 9 d) 3% e) 30%
_0,05-0,75-(0,572 .
48. (Inatel - MG) O valor da expressao — é equivalente a:
0,125-(0,25)~1
a) 0,5 b) 1/5 c) 52 d) 3/5 e) 3/10
49. (PUC-MG) Se 2" =15 e 2P =20, o valor de 2" P*3 é:
a) 6 b) 8 c) 14 d) 16
i _0,375-10712
50. (Unifor - CE) A expressio ————— € equivalente a:
0,0125-10-8
a) 0,03% b) 0,15% c) 0,3% d) 1,5% e) 3%
51. (Fatec-SP) Se x e y sdo ntimeros reais tais que x = (0,25)%® e y = 167 %12% ¢
verdade que:
a) x=y b) x>y C) Xx-y=2v2
d) x-y éum numero irracional. e) x+ y é um namero racional ndo inteiro.
52. (UFRGS) Durante os jogos Pan-Americanos de Santo Domingo, os brasileiros
perderam o ouro para os cubanos por 37 centésimos de segundo nas provas de
remo. Dentre as alternativas, o valor mais préximo desse tempo, medido em horas,
é:
a) 1,03-10* Db)1,3-100* ¢)1,03-10° d)1,3-10° ) 1,03-1072
53. (Fuvest-SP) Se 4!6.5%% = ¢-.10", com 1 < a < 10, entdo n é igual a:
a) 24 b) 25 c) 26 d) 27 e) 28
54. (UFAL) A expressdo v/ 10+v/10-1v/10— /10 éigual a:

a) 0 b) V10 c) 10—10 d) 310 e) 90



3.6. Exercicios 59

55. (Inatel - MG) Sendo A = \3/ 10— vV6+v8 e B=1\/7+V7-19, calcule o valor de
vV A% + B2.

56. (UEPB) Calculando o valor de 9793333 gbtemos:
SRE b) 2 0 V3 d) V2 e)

57. No Exemplo 3.11 vimos que o crescimento da populacdo do Brasil em certo
periodo de tempo pode ser obtido pelo modelo logistico

IS
\S)

257-10°
1+0,51-¢0.041+80°
A estimativa oficial do IBGE para a populacao brasileira no ano de 2017 é de

207.660.929 habitantes". Use o modelo logistico e uma calculadora cientifica
para:

y() =

a) estimar a populacdo brasileira no ano de 2017.

b) calcular a diferenca percentual da populacao estimada pelo modelo logistico
em relacdo a estimativa do IBGE.

58. (UTFPR) Considere as seguintes expressoes:

I WZ_3./7
I (2v3) ' =¥
. (24)'% =2v2
E (sdo) verdadeira(s), somente:

a) L b) II. c) IIL d) Iell e) lelll.

v Esse ntimero populacional foi obtido na referéncia [23].






CAPITULO

Introducao ao conjunto dos Numeros
Complexos

Nessa secao, apresentaremos apenas o que é fundamental se saber sobre nimeros
complexos (representado pelo simbolo C) para o estudo de polinomios e os outros
topicos relacionados nesse livro. O que serd apresentado refere-se apenas a uma sucinta
introducao a esse conjunto, onde se abordam a sua definicdo e algumas propriedades e
operacoes.

4.1 Introducao

Ao se tentar resolver a equa(;éioi
¥ +1=0 4.1)

conclui-se que a solucio s6 existira se x> = —1.

Contudo, sabe-se que ndo existe x € R tal que x*> = —1, pois isso significaria que
x =+v/~1, 0 que implica que a Equacio (4.1) ndo possui solucio em R.

Portanto, para que seja possivel considerar a solu¢do de equacdes que tenham essa
complicacao, é necessdrio considerar que fora do conjunto dos reais exista um nimero
que ao ser elevado ao quadrado resulte em -1.

Esse niimero sera representado por i e chamado de unidade imagindria. Logo,

tem-se que
i=-1 ou i=v-1,

e que a solucdo da Equacdo (4.1) é x = +i.

Ao se adicionar a unidade imagindria ao conjunto dos reais, obtém-se um novo
conjunto que serd denominado conjunto dos numeros complexos, representado por
C. Contudo, para que as operacoes usuais dos reais possam ser realizadas de maneira
similar em C, e para que valha o fechamento para soma e para o produto nesse novo
conjunto, define-se que

C:={z=a+bi|a, beR},

onde a = Re(z) e b = Im(z) sao chamados, respectivamente, de partes real e imagindria
de z.

! Originalmente os nimeros complexos surgiram no periodo do Renascimento, na Europa, quando se

tentava obter a resolucio de equacdes da forma x> + px + g =0.
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Exemplo 4.1 Seguem alguns complexos e suas respectivas partes real e imagindria.
a) z) =2+3i,sendo que Re(z1) =2e Im(z) =3.
b) z; =3-2i,sendo que Re(zy) =3 e Im(zp) = —2.
c) zz3=-5-—1i,onde Re(z3) =—-5e Im(z3) = —1.
d) z4=-6i,com Re(z4) =0e Im(z4) = —6.
e) z5=+2i,com Re(zs) =0e Im(zs) = V2.
Observacao 4.1

a) Considere x € R. Entao, é claro que pode-se escrever que x = x +0i € C, 0 que
implica que todo nimero real € um nimero complexo, ou seja, R c C.

b) Tome um niimero complexo z = a+ bi em que b # 0 e a = 0, ou seja, quando
z = bi. Nessas condic¢des, z € chamado de imagindrio puro.

¢) Todos os nimeros z = a+ bi com b # 0 sdo chamados de niimeros imagindrios.

Definicao 4.1 (Complexo conjugado) Dado um niimero complexo z = a+ bi, define-se
como complexo conjugado de z o niimero complexo dado porz = a— bi.

Exemplo 4.2 Sejam zy =—-3+7i e zp=4-3i. Entdo, z; =—-3—-7i e zp =4+3i.
Propriedades 4.1 Sejam z, z; e zp ntimeros complexos quaisquer. Entdo, é vdlido que:
a) Z=z b)z+z=2-Re(z) Oz1+z=21+2» d)z1-22=212
As demonstragoes das Propriedades 4.1 sdo relativamente simples de serem realiza-
das e sao deixadas como exercicio (Vide Exercicio 11).
Para que as propriedades associativa, comutativa e distributiva sejam vélidas para a

adicdo e a multiplicacdo em C assim como sdo vdlidas em R, a igualdade de complexos,
assim como a adicdo e a multiplicacdo sao definidas como se segue:

4.2 Igualdade de complexos

Sejam z; = a+ bi e z; = c+ di nimeros complexos quaisquer. Define-se a igualdade
entre eles da seguinte forma

Z1i=zp<—a=ce b=d.

Exemplo 4.3 Considere z1, z; € C tais que zy = 4k +5i, com k€ R, e zp =2+ (8k + 1)i.
Sabendo que z, = z, determine os valores de k e da Im(zy).

Resolucao: Pela definicdo de igualdade de complexos, para que se tenha z; = z é
necessario que

1
4k=2=k=—-.
2

Entao, como Im(z;) =8k+1=28- % + 1, segue que Im(zy) = 5. Outra forma de se
chegar a esse resultado é observar que Im(zy) = Im(z;) =5.
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4.3 Adicao e multiplicacdao de complexos

Dados os complexos z; = a+ bi e z, =c+di, define-se z;+2z, e z-z, daseguinte
forma

Zitz=(a+c)+b+d)i e z1-zp=(ac—bd)+ (ad+ bc)i.
J& a subtracao de complexos é definida a partir da adi¢do e do oposto (ou simétrico)
de um complexo. O oposto de um complexo qualquer z = a + bi é o complexo —z =
—a— bi.Logo, z1 — z, é definida como a adicao de z; com o oposto de zy, isto é

Z1i—=z1+(2)=(a—c)+ (b—-Ad)i.

Exemplo 4.4 Efetue as operagoes indicadas, considerando que z; =2+3i, zp = -1+ % e
23 = —51.

a) z1+2 b) zo — z1 C)z1-22 d) (z1 —22)- 23
Resolucao:

Q) 21+ =2+3i+(-1+1)=2-D+(B+1)i=1+L;

b) Zz—z1=2+(-2) =-1+i+(-2-30)=(-1-2)+ (3 -3)i=-3-8i.

©) z1-z2=02+3)(-1+L)=(2-(-D-3-)+(2-3+3-(-1)i=-3-1i.

d) (z1-22)23=(2+3i+1-1)-(-50) = (3+2i)- (-5)) =L - 15i.

4.4 Poténcias de i

Assim como jé é considerado para todos os reais, consideraremos que qualquer com-
plexo ndo nulo elevado a 0 (zero) é igual a 1. Portanto, como i = v —1, vem que:

E possivel observar que, a cada quatro poténcias o resultado volta a se repetir, ou
seja, as poténcias da unidade imagindria sao ciclicas. Logo, pode-se dizer que s6 existem
quatro valores distintos para poténcias de i, que sao:

Desta forma, para calcular a poténcia i” basta considerar que i” = i” onde r é o
resto da divisdo de n por 4.

Exemplo 4.5 Determine o valor de i*3! + i34!.

Resolucao: Na divisao de 231 e 342 por 4 obtém-se restos iguais a 3 e 1, respectiva-
mente. Portanto,

i =Pril =—ivi=o0.
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4.5 Raiz quadrada de um numero negativo

A raiz quadrada" de um niimero real negativo —a é definida como o niimero complexo
s tal que s*> = —a. Seja entdo —a € R sendo a > 0. Observe que

(Va- i) =(-va-i)’ =-a.
Entdo define-se que as raizes quadradas de —a sdo os complexos /a-i e —/a-i.

Exemplo 4.6 As raizes quadradas de v/ —25 sdo 5i e —5i. De outra forma:
V—=25=4v25-i=4+5i={5i,-5i}.

Esse resultado permite que, por exemplo, as raizes de uma equag¢ao do segundo
grau (ou funcao polinomial quadratica),

ax’>+bx+c=0,

que sao dadas pela Férmula de Bhaskara

-b+ VA
X=—-"
2a
e representam os valores de x que satisfazem a equac¢ao, possam ser encontradas mesmo

que o valor do discriminante, A = b? — 4ac, seja negativo. Separadamente, temos que as
raizes sao

—-b+Vb?%-4ac e -b-Vb?-4ac
= 2: .
2a 2a

Além disso, como nao fara diferenca nos resultados, nesses casos € comum conside-

rarque —-a=+a-i.

X1

Exemplo 4.7 Obtenha as raizes das seguintes equagoes quadrdticas:
a) X*+2x+5=0 b) —2x* - 8x—20=0
Resolucao:

a) Em x> +2x+5=0tem-se que A= b?> —4ac=2%-4-1-5=4-20=-16 < 0. Logo,
considerando que v —-16 = 4i vem que

—-2++v-16 -2—-v-16 —2+4i —2-4i
= e Xy=————— =X = e Xp = .

X1
2 2 2 2

= x1=-142i e x,=-1-2i.

i De maneira mais geral, todo niimero complexo z # 0 possui exatamente 7 raizes n-ésimas distintas,
conforme é garantido pela férmula de De Moivre. Para detalhes, vide [24, p. 15-19].
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b) Para —2x?-8x—20=0tem-se que A = (—8)?> —4-(-2) - (—20) = 64— 160 = —96 < 0.
Logo,

_8+V-96

8—-v-96
=
-4 -4

_8+4\/6ie _ 8-4V6i
=— =— V>

X
1 —4

X2 X1 X2

:>x1:—2—\/5i e x2:—2+\/5i.

Observe que a equagdo —2x — 8x — 20 = 0 também poderia ser resolvida fazendo-
se, inicialmente, a divisdo de ambos os lados da igualdade por 2, gerando a equacao
equivalente dada por —x? —4x — 10 = 0, o que reduziria os valores obtidos e, portanto,
deixaria os célculos um pouco mais simples.

Observacao 4.2 (Sobre o conjunto universo das equacgoes) Atente para o fato de que,
se as equagoes do exemplo anterior tivessem que ser resolvidas no universoR, elas nédo
possuiriam raizes, ou seja, suas solugoes seriam vazias. Contudo, no universo dos nii-
meros complexos, C, essas solugoes existem. Portanto, é importante identificar em qual
universo de solucoes se estd trabalhando, para verificar se uma determinada equacédo
terd ou ndo solugdo.

4.6 Exercicios

1. Obtenha Re(z) e Im(z) para cada caso:

- _ ] 9-7i
a) z 3+7i b) z=
9 1+8i 3
z=-
2 d) z=5r++V11i

2. Efetue as operacoes indicadas:

a) (3+5i)+(2—4i) b) (1-5i)+@2+7i)—3i
c) 4-70)—(-3+%i) d) (3+6i)(—2-9i)
e) (3+2i)(3-2i) f) (4-3i)?

3. Dados z; =2+ 8i, zz:%—Zi, Z3:1+%l' e z4:%—i, calcule o que se pede:

a) 212 b) 2z3—3i-2z4

C) Z3-24 d) z4-22-279
4. Obtenha as raizes das seguintes equagdes quadraticas:

a) 2x°+6x+5=0 b) x*+9=0
c) 4x*—4x+2=0 d) y?-5y+25=0

5. Escreva as equagoes na forma fatorada.

a) x*-14x+50=0 b)2y? —4iy+6=0
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6. (UFU) Sejam os complexos z=2x—3ie t=2+ yi,onde x,y € R. Se z = ¢, entdo o
produto x- y é:
a) 6 b) 4 c)3 d) -3 e) -6
7. Determine x,y € R para que se z; -2 = z3, sendo z; = x+ yi, 2p =6+8i e z3 =
14+ 52i.
8. (UFPA) Qual o valor de m, real, para que o produto (2 + mi)(3 + i) seja imagindrio
puro?
a) 5 b) 6 c)7 d) 8 e) 10
9. (UCSal) Para que o produto (a +i)(3 — i) seja real, qual deve ser o valor de a?
10. (UFES) Simplificando-se a expressdo E = i’ +i° + (i* + 2i4)2 tem-se que:
a) E=-1+2i b) E=1+2i c)E=1-2i d) E=3-4i e) E=3+4i
11. Mostre que se z, z; € 2 sS40 nimeros complexos quaisquer, entao:
a) Z=z b)z+Z=2-Re(z) OQz+zn=2+z Az 2=2"2%
12. (UFV - modificada) Considerando que o médulo de um complexo é definido por

la+ bi| = Va2 + b?, dadas as alternativas abaixo:

I. =1 II. (i+1)2:2i III. |4+ 3i|=5 IV. 1+2i)(1-2i)=5
pode-se dizer que:

a) todas as alternativas acima estao corretas;

b) todas as alternativas acima estdo erradas;

c) as alternativasI e III estdo erradas;

d) as alternativas II, III e IV estao corretas;
e) as alternativas I e III estao corretas.
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Polinomios

5.1 MonoOomios

Definicao 5.1 Um monomio nas varidveis Xy, Xz, ..., X € qualquer expressdo da forma
ny np oo Nk
ax;' x,*- x5,
sendo que a € C é o coeficientee ny, ny, ..., np €N.

Exemplo 5.1 Vejamos alguns exemplos de monomios:

2 2
12ixy, —4abc, gax, gxy, 3ix, 7x, 9xy2.

Definicao 5.2 Em um monomio a parte numeérica é denominada de coeficiente e a parte
composta pelas varidveis é chamada de parte literal.

Exemplo 5.2 O monémio 3ixy tem coeficiente igual a 3i e parte literal igual a xy. Jd o
monoémio —2ab tem coeficiente —2 e parte literal ab.

Definicao 5.3 Quando dois ou mais monémios possuem a mesma parte literal, o deno-
minamos semelhantes.

Exemplo 5.3 Os monémios3xy, —2ixy e —6xy sdao semelhantes, jd que todos possuem
a mesma parte literal, xy.

Definicao 5.4 (Grau de um monémio) Seja o monémio P = ax{l ! xé” e xZ’“. Define-se

o grau de B e simboliza-se por g, (P), a soma dos expoentes das varidveis, isto é
g&(P)=ny+np+---+ ng.

Se P =0, monémio nulo, diremos que ele ndo tem grauesen; = ny =...= nx =0 com
a#0, diremos que o g-(P) = 0.

Exemplo 5.4 Sejam os monémios P(a,b) = —2a*b, Q(x, y,z) = x*yz> e R = —13i. Entdo,
g (P)=2+1=3, g,(Q) =2+1+3=6eg,(R) =0.
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Definicao 5.5 (Mondomio em uma varidvel) Um monomio em uma varidvel x é qual-
quer expressdo da forma
M = ax"

sendo a € R o coeficienteen € N. Se a # 0, entdo g,(M) = n e se a =0 diz-se que M ndo
tem grau.

Exemplo 5.5 Considere os monomios em uma varidvel: M = —=2ix, N = 3x*, P=4e
Q =0x%. Entdo, gr(M) =1, g-(N) =4, g(P)=0e # g (Q).

5.2 Operacoes elementares com monémios

Aqui definiremos as principais operacoes possiveis com mondmios, que sao: adicao,

multiplicacao, divisao e potenciacdo. Essas operacoes serdo tteis para o entendimento
das operacoes realizadas nos produtos notaveis e em polindémios.

Adicao e subtracao

A adi¢do (ou subtragdo) entre mondmios s6 é permitida se eles forem semelhantes.
Ela é definida pela conservacao da parte literal e soma (ou subtracao) dos coeficientes.
Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 5.6

a) —5xy*+3xy*>-8xy?=(-5+3-8)xy? = -10xy>.

1 2 1 2
b) —w——w:(—+—)w:w.
3 3 3 3
2ab+9ab_3ab:(g g_%) b=17ap
3 4 2 3 4 2 127

Antes de tratarmos da multiplicacdo de mon6mios, vamos definir a multiplica-
cdo de um escalar (nimero real qualquer) por um mondmio. Essa multiplicacdo é
feita simplesmente pela conservacao da parte literal e multiplicacdo do escalar pelo
coeficiente do monémio. Vejamos o exemplo:

Exemplo 5.7 Sejam os escalares a = 3i e f = —1/10. Entdo, dado o monémio M(x,y) =
5ixy, segue que

1 5 i
-M=(3i-5i =-1 “M=|-—"-5i =——ixy=-=XxJ.
a (3i-51)xy 5xy e B ( 10 5z)xy 1Ozxy 2xy

Observacao 5.1 Atente que, da forma como o produto entre um escalar e um monomio
foi definido, dado um monémio qualquer M, é sempre possivel obter um monoémio
-M=-1-M, tal que M + (—M) = 0. O monémio —M é denominado oposto ou simétrico
de M.

Definicao 5.6 A diferenca entre dois monomios P e M é definida por

P-M=P+(-M).
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Fazendo-se assim, percebe-se que a subtracao entre os monémios P e M, é na
realidade, a soma entre P e o inverso de M. Vejamos o Exemplo 5.8.

Exemplo 5.8 Sejam P(a,b) =3a*b e M(a,b) = —4a*b. Entdo, —M = 4a’b e

P—-M=P+(-M)=3a’b+4a’b="7a°h.

Multiplicacao

A multiplicacdo de mondémios € feita multiplicando-se os coeficientes e também as
partes literais, sendo que, na multiplicacdao das varidveis de mesma base, deve-se
conservar a base e efetuar a soma dos expoentes, obedecendo a regra do produto de
poténcias de mesma base.

Exemplo 5.9 Efetue os produtos indicados.
a) —3ix%y-2ix3y? = (=3i-2i)- (x*x%) - (yy?) =6x°y3
b) 4w-5ix*yw? = (4-5i)-x*y - (ww?) = 20ix*yw*
0) 2x-(-x)=[2-(-1)]-xx = -2x°
Divisao
A divisdo de monomios é feita dividindo-se os coeficientes (ou representando a divisdo
como fracoes) e também as partes literais, sendo que, ao se operar com as partes literais,

deve-se conservar a base e efetuar a diferenca entre os expoentes, conforme regra da
divisdo de poténcias de mesma base.

Exemplo 5.10 Efetue as divisoes solicitadas e apresente os resultados da forma mais
simplificada possivel.

7x%y* 7 x?
— y - . —. y_ — __xy
14xy3 14 x 3 2

a)

-8a* -8 a*
b) =—.—=2a°
—4a -4 a

Potenciacao

A poténcia de um monomio é obtida elevando elevando-se coeficiente e parte literal
ao expoente indicado, usando a propriedade de poténcia de poténcia. Isto é, sea e N e
M = ax)"x,?--- x;¥, entdo

M® = a%x{"xy" - x
Exemplo 5.11 Considerando os mondémios —2x*>y3z e 3ab*c?, temos que:
(—2x2y3z)3 _ (—2)3x2'3y3'3z3 _ —8x6y9z3
e

(3ab*c?)’ =3°a°b*5¢*0 = 243472,
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5.3 Produtos notaveis
Alguns produtos de expressoes aparecem frequentemente no estudo dos polindmios
e sdo de extrema importancia na matematica. Aos principais deles damos o nome de

produtos notdaveis. Estudaremos nessa secao os cinco principais produtos notaveis,
para isso, considere dois nimeros complexos genéricos, x e y.

Quadrado da soma de dois termos

O quadrado da soma desses termos é dado por
X+ P2 =X+ P X+Y) =X+ xy+yx+y> = x> +2xy+ )%,

ja que em C a multiplicacado é comutativa. Logo, temos que’

(x+ )% =x*+2xy+y?

Observacao 5.2 O quadrado da soma de dois termos tem uma interpretacdo geométrica
muito interessante e que vale a pena ser apresentada nesse texto. Imagine um quadrado
de lado (x + y), com x,y € R}, conforme indicado na Figura 1.

I - | U |

| | |
Ty y2 Y
2 Iy T

Figura 1 - Interpretacdo geométrica do quadrado da soma de dois termos.

Entdo, a drea desse quadrado é dada por (x + y)z. Observe, ainda, que ela também
pode ser escrita como o somatdrio das dreas dos dois quadrados internos, x> e y?, com as
dreas dos dois retangulos, ambas iguais a xy, também internos. Sendo assim, segue que
(x+ )2 =x%+2xy+y>.

Quadrado da diferenca de dois termos

Se ao invés de considerarmos a soma dos termos como fizemos no tépico anterior,
considerarmos a diferenca, tem-se que

I E comum alguns alunos considerarem que (x + y)?> = x> + y? e que (x — y)? = x*> — y*. Esperamos que
vocé nao cometa esse erro de agora em diante!
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(x—y)2:(x—y)(x—y):xz—xy—yx+y2:x2—2xy+y2.

Entao,

(x—y)?=x*-2xy+y?

Produto da soma pela diferenca de dois termos
O produto da soma pela diferenca dos termos x e y é tal que

X+ -y =x>—xy+yx—y* =x* -y~
Logo,

2

x+Px-y)=x*-y

Cubo da soma e da diferenca de dois termos

Considerando, ainda, os dois termos x e y, tem-se que:

x+y)2=x3+3x%2y+3xy’+y*| e |(x—y)3=x>-3x2y+3xy*-)°

A tarefa de verificar essas duas relacoes sera deixada como exercicio para o leitor.

Exemplo 5.12 Desenvolva os produtos notdveis (x +4)?, (3—y)?, 2a+2)(2a-2), 2+ x)®
e(a-y)s.

a) (x+4)2=x>+2-x-4+4%>=x%>+8x+16.

b) B-y)?=32-2-3-y+y*=9-6y+y>=y*—6y+9.

¢) (2a+v3)(2a-v3)=2a)*-(V3)*=4a*-3.

d C+x)3=2%+3-22.x+3-2- x> +x3=8+12x+6x% + x3

e) (a-y>’=a*-3-a*>-y+3-a-y* -y =a®-3a’y+3ay* -3

5.4 Polindmios
Definicao 5.7 Um polinémio P, ou fung¢do polinomial, sobreC, é toda fungdo da forma

P(x) = apx"+ an1x" Y+ ap_ox" P+ .+ apx? + a1 x + ap,

com coeficientes a,, an-1, An-2, ..., 2, a1, ay em C, para todo x € C. As parcelas
anx™, an,-1x" 1, ..., a1x e ay, sdo denominadas termos do polinomio.

Exemplo 5.13

a) P(x)=x3-6x*>+11x—6i,ondeas=1,a,=-6,a; =11 e ay = —6i.

b) P(x)=7x*-3ix*+1,onde a;=7,a3=0,a,=—-3i,a;=0e ap = 1.
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Valor numérico de um polinémio

O valor numérico de um polinémio P para x = ¢, indicado por P(¢), é o resultado obtido
substituindo x por € e efetuando as operacoes indicadas. Portanto, temos que:

P(e) = aue’ + ay_ 1" + ap_2€" 2+ ...+ axe® + are + ag

Exemplo 5.14 Considere P(x) = 2x® — 4x* + x+ . Entdo,

P(-1) :2(—1)3—4(—1)2+§(—1) +§: —2—4=-6.

Logo, o valor numérico de P para x = -1 é —6, ou seja P(-1) = —6.

Raiz de um polindomio
Quando P(e) = 0 dizemos que € € uma raiz (ou um zero) do polinémio P, isso é
€ éraizde P(x) < P(e) =0.

Exemplo 5.15 Dado P(x) = 2x*+2ix3+ x+1i, observe que —i éraiz de P, enquanto 1 e
-1 nao sao, ja que apenas P(—i) = 0:

a) P(=i)=2-0*+2i(=i3+ (=) +i=2-1+2i-i—-i+i=0

b) P1)=2-14+2i-13+1+i=2+2i+1+i=3i+3

o P(-D=2-(-D*+2i(-13+(-)+i=2-2i—-1+i=1-i

Exemplo 5.16 Considere o polinomio P(x) = x*>—4x+5. Tem-se que P(2—i) = P(2+i) = 0,
ou seja, os complexos z; =2+ i e zp =2 — i sdo raizes de P(x).

No Exemplo 5.16 observe que z, = z;, ou seja, tanto o nimero complexo z; quanto
o seu conjugado, z, sdo raizes de um polindmio com coeficientes reais. Esse fato ndo é
por acaso, pois existe um teorema que garante que isso sempre acontece.

Teorema 5.1 (Raizes complexas de um polindémio) Seja p(x) = a,x"+...+a;x+ay um
polinémio com coeficientes reais. Se o niimero complexo z = a+ bi é raiz de p, entdo
z = a— bi também é raiz desse polinémio.

PolinOmio nulo

Dizemos que um polindmio P é identicamente nulo (ou simplesmente nulo) quando
ele assumir valor numeérico zero V x € C, ou seja,

P=0<—Px)=0V xeC.

Para que um polinémio seja nulo é necessédrio que todos os seus coeficientes tam-
bém sejam nulos. Esse resultado serd apresentado pelo Teorema 5.2 e sua demonstracao
pode ser obtida em [25].

Teorema 5.2 Seja o polinémio P(x) = a,x" + An1 X"+ ...+ ayx*+ a1 x + ay. Entao,

P=0 < a,=a,_1=...=ax=a; =ay=0.
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Exemplo 5.17 Sejam a, b, ¢, d € R e i a unidade imagindria. Para que o polinomio
P(x) = (a—4i)x> - 2ibx? + 5(c + 6) x + d seja identicamente nulo, é necessdrio que seus
coeficientes sejam nulos. Logo, deve-se ter:

a-4i=0>a=4i, -2ib=0=>b=0, 5(c+6)=0=>c=-6 e d=0.

Igualdade entre polindmios

Dois polindmios P e Q sao denominados iguais (ou idénticos) quando assumem valores
iguais para todo complexo x, ou seja,

P=Q< P(x)=Q(x), VxeC.

Também é possivel provar que a igualdade entre P e Q acontece se, e somente se, 0s
coeficientes desses polindbmios forem ordenadamente iguais. Matematicamente isso
significa que se

P(xX)=apx"+...+ x> +ajx+ag e Q(x):bnx”+...+b2x2+b1x+b0,
entao
P:Q‘::”aO:bO) al:bl» a2:b2! ceey an—lzbn—l! an:bn-

Exemplo 5.18 Dados os polinémios f(x) = (a—1)x*+bx+c e g(x) =2ax*+2bx—c,
quais sao as condigoes para que se tenha a identidade f(x) = g(x)?

Resolucdo: Para que a igualdade aconteca é necessério que os coeficientes dos
polinémios f e g sejam ordenadamente iguais, isso é:

a-1 = 2a 2a—a = -1 a -1
b = 2b = b-2b = 0 - b = 0.
c = —cC c+c = 0 c = 0

Grau de um polindmio

Definicao 5.8 Dado um polinomio P(x) com pelo menos um termo de coeficiente néo
nulo, o grau de P é o maior dos expoentes da varidvel x nos termos com coeficientes ndo
nulos, indicado por gr(P) ou dP. Se P tem todos os coeficientes nulos, ndo se define o
graudeP.

Matematicamente, temos que se a, # 0 em

P(x) = apx" + ap_1x" ' +...+ ar X’ + a1 x + ay,
entao,

gr(P) =n.
Exemplo 5.19 Observe o grau de cada polinémio apresentado:

a) P(x)=-9x°+3x*+x*-x*+4 = gr(P)=5
b) R(x)=0x>-0x+0 = Pgr(R)
c) S(x) =8 — 0S=0

1 sea#0

d T(x)=ax+b, b#0 = gr(T):{ 0 sea=0
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Exemplo 5.20 Analise o grau do polinémio f(x) = (a+3)x> - 4x*>+1 com a€R.

Resolucio: Observe que o coeficiente de x> depende do valor de a e os coeficientes
dos outros termos sdo todos ndo nulos. Logo, se a+ 3 =0 tem-se que o grau de f serd 2
esea+3#0o0graude f serd 3.

. ] 2 sea=-3
e gr(f)—{ 3 sea#-3 -

5.5 Adicao e subtracao de polindmios
Adicao

Dados dois polindmios P(x) = ayx" +...+aijx+ay e Q(x)=b,x"+...+bix+by, a
adicdo entre eles é dada por

(P+Q) (x) = Z (ar + bi) xF = (@n + bp) X" + ...+ (a1 + by) x + (ag + bo)
k=0

Exemplo 5.21 Observe as adigoes de polinomios e perceba que eles, ndo necessariamente,
precisam ter o mesmo grau para serem adicionados.

a) Sejam f(x)=-3x3-7ix>+2x+i e g(x)=4x3—-2ix*+3x~-2i.Logo:
(f+8)(x) = (=3+4) x>+ (=7i—20)x* + 2+3)x + (i — 2i)
= (f+9)(x) =x>-9ix*+5x—i
b) Dados P(x) =2x*+5x3—x+i e Q(x)=-2x*>-2x-1.Entdo:
P+Q ) =2+0)x*+G+0)x3+(-1-2)x+(i—-1)
= (P+Q)(x) =2x*+5x3-3x+(i—1)

Da forma como a adicdo de polindmios é definida, segue que o conjunto de todos
os polindmios na varidvel x € C, que designaremos aqui por K, possui as seguintes
propriedades:

Propriedades 5.1

Ay (Associativa) f+(g+h)=(f+g)+h, VY f, g heKk.
Ay : (Comutativa) f+g=g+f, Vf, gek.

Az : (Elemento neutro) 3g=0€Ktalque f+g=q+ f=/f, V f€K.Sendo assim, o
polindmio nulo é o elemento neutro da adicdao de polindmios.

Ay : (Inverso aditivo) V f=a,x"+...+a1x+ape K, I - f=—-apx"—...—ayx—ape K
tq f+ (—f)=0.0 polinémio — f é chamado inverso aditivo (ou oposto) de f.

As demonstracoes das Propriedades 5.1 podem ser encontradas na referéncia [25], e
é a partir da propriedade A4 que se define a operacao de subtragdo de polindmios.
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Subtracao

A subtracgdo entre P(x) = a,x"+...+ajx+ay e Q(x)=byx"+...+ b1 x+ by é definida
por

(P-Q)x)=[P+(-Q)](x)
=Y (ar—bp) x*
k=0

= (an—bn)x”+...+(a1 —b1) x+ (ag — by)

Exemplo 5.22 Observe as subtragoes de polinomios:
a) Sejam f(x) =7x3+3x*-9ix+2i e g(x)=-x>—2ix*+ix—2i.Logo:

(f-8)(x) = (7 - (=1)x* + (B = (=20)x* + (=91 — D) x + (2i — (-21))
= (f-g)(x) =8x>+ 3 +2i)x* - 10ix +4i.

b) Dados P(x) =2x°-8x3+x—-4 e Q(x)=—-8x>+2x*—2x. Entdo:
P-Q)x)=2-0)x°+(-8—(—-8) x>+ (0-2)x*+ (1 - (-2))x + (-4 —0)
= (P-Q)(x) =2x° —2x*+3x—4.

Teorema 5.3 Se P e Q sdo polinémios néao nulos tais que gr(P) = m, gr(Q) = n easoma
P + Q também seja ndo nula, entdo o grau dessa soma é menor ou igual ao maior dos
valores m e n, ou seja

gr(P+ Q) =max{m,n}.

Exemplo 5.23 Obtenha o grau do polinémio P+ Q em cada caso.
a) P(x)=2x*>-1eQ(x)= x>+ x?+x+ 1. Entdo, pelo Teorema 5.3 segue que
gr(P+Q) =max{2,3} = gr(P+Q) <3.
Nesse caso, como P + Q = x3 + 3x? + x, segue que gr(P + Q) = 3.

b) P(x)=2x*>-2ieQ(x)=—-2x*+x+1= gr(P+Q) <max{2,2} = gr(P+Q) <2.
ComoP+Q=x+(1-2i))=gr(P+Q)=1.
5.6 Multiplicacao e divisao de polinéomios
Multiplicacao
Considere os polindmios

P(X)=amx™+...+@mx’+ax+ay e Qx)=bpyx"+...+byx?+byx+ by.

O produto PQ é o polindmio expresso por

(PQ)(x) = ambnxm+” +...+ (agbo + a1b1 + aobg) x2 + (aob1 + a; b()) X+ aob().

Observe que esse produto é equivalente a
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(PQ)(X) = CopanX™ "+ ...+ X% + 1 X+ ¢

onde cada coeficiente c;, com k€ {1, 2, 3, ..., m+ n} é obtido por
k
Ci = Z arby_; = agby + a1by—1 +...+ arby.
t=0

A forma como é definida a multiplicacao (produto) de polindbmios é equivalente a se
aplicar a propriedade distributiva e agrupar os termos semelhantes, ou seja, multiplicar

cada termo a;x’ de P por cada termo b; x/ de Q e efetuar a soma dos resultados obtidos.
Vejamos com um exemplo:

Exemplo 5.24 Multiplicando A(x) = x* —2x? + i por B(x) = 3x> —2x — i temos que:

(AB)(x) = (x* —2x% + 1) (3x* —2x — )
=x*(3x% —2x—i)—2x* (3x* —2x— i) +i (3x* —2x— i)
=x* 3%+ 1t (=2x0) + 1t (i) —2x% - 3x% = 2x% - (=2x) — 2x° - (=0)
P32+ i (=2x) +i- (i)
2

=3x8 —2x° —ix*—6x*+4x3 +2ix* +3ix* - 2ix—i

=3x8 —2x° -6+ D)x* +4x3+5ix*-2ix+1

A multiplicagdo entre polindmios também pode ser feita por meio de dispositivos
praticos, que nao serdo abordados aqui. Dois deles podem ser obtidos em [25].

As Propriedades 5.2 descrevem as principais propriedades que a multiplicagdo no
conjunto K, de polindmios com coeficientes complexos possui, e cujas demonstracoes
ndo serdo discutidas nesse texto.

Propriedades 5.2
M;: (Associativa) f-(g-h)=(f-g)-h, V[, g hek.
M, : (Comutativa) f-g=g-f, Vf, gek.

Ms: (Elemento neutro) 3 g=1e€Ktalque f-gq=q-f=f, V f e K. Sendo as-
sim, o polinémio identidade, q(x) = 1, é o elemento neutro da multiplicacao de
polinémios.

M,: (Distributiva) f-(g+h)=f-g+f-h, Vf, g hek.

Teorema 5.4 Se P e Q sdo polinomios ndo nulos, entdo o grau do produto PQ é a soma
dos graus de P e Q, ou seja

grPQ) =gr(P)+gr(Q).

Exemplo 5.25 Dados P(x) = 2x3 —3i e Q(x) = x* — ix, tem-se pelo Teorema 5.4 que
gr(PQ) =gr(P)+gr(Q)=3+4 = gr(PQ) ="7. Portanto, se a multiplicacédo de P e
Q for realizada, iremos perceber que o polinomio gerado terd grau 7. Isso é percebido
facilmente, quando se faz a multiplicacéo do termo 2x> de P com o termo x* de Q.
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Divisao
Definicao 5.9 (Divisao de polinémios) Sejam dois polinomios D e d # 0. Dividir D por

d significa obter dois polinémios Q e R, de forma que sejam verificadas as seguintes
condigoes:

@) D=dQ+R
b) gr(R)<gr(d)

Quando R = 0 a divisdo é denominada exata e se diz que D é divisivel por d ou que d
é um divisor de D. Os polinomios D, d, Q e R sGo denominados por dividendo, divisor,
quociente e resto, respectivamente.

Exemplo 5.26 Na divisdo de D = x* —3x3+6x? pord = x*>—3x+5, obtém-se como quoci-
ente o polinémio Q = x> +1 e como resto R = 3x—5. Isso pode ser verificado observando-se
que as condigoes a) e b) da Definigdo 5.9 sao satisfeitas.

Existem duas situagoes onde a divisdo de D por d se da de forma direta. Vejamos
esses dois casos:

1. Quando D =0:
Nessa situacao, considere Q = R = 0 e observe que eles satisfazem as condicoes a)

e b) da Definicao 5.9, pois:
0=d-0+0 e R=0

2. Quando gr(D) < gr(d):
Nessa situacdo, deve-se ter que

D=dQ+R = gr(D)=gr(dQ+R) = gr(dQ+R)<gr(d) = Q=0eD=R#0,
pois satisfazem as condicoes a) e b) da Definicdo 5.9.
Exemplo 5.27
a) Dividindo-se D =0 pord =2x>+2x, tem-seque Q=0e R=0.
b) Dividindo-se D =2x?+ x pord = —4x* + x?>, tem-se Q=0e R= D = 2x? + x.

Falta analisar apenas o caso onde gr (D) = gr(d). Nesse caso, a divisdo ndo é imedi-
ata como as observadas anteriormente, e a forma de obter o quociente Q e o resto R
exige a utilizacdo de algum método. Aqui, apresentaremos o método da chave:

Método da chave

Para ilustrar a utilizacdo desse método, vamos aplic4-lo na divisdo de D = 12x* +6x? +1
por d = 3x% +2x + 1, destacando cada parte a ser realizada.

1. Coloca-se D e d numa chave, sendo que, para reduzir a chance de erro na divisao,
pode-se completar o polinémio D, colocando coeficientes nulos nos termos
faltantes.

12x1 +0x3+6x2+0x+1 | 3x2+2x+1
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. Divide-se o termo de maior grau de D pelo de maior grau de d (12x*:3x? = 4x?),

obtendo o primeiro termo do quociente.

12x* +0x +6x% + 0x + 1 | 3x°+2x+1
4x*

. Multiplica-se o termo obtido para Q por todos os termos de d e subtrai-se o

resultado de D. Isso equivale a colocar os resultados das multiplicacdes abaixo
dos respectivos termos de D, e com o0s sinais trocados, efetuando-se a soma
posteriormente.

,l».’:‘:fr+[}.r3+6.rz+0x+l ‘ s
—125%—gx®—4x? 152
—Bx3 4222 +0x+1

. O resto parcial, —8x> +2x? + 0x + 1, tem grau maior do que o grau de d. Entdo,

divide-se o termo de maior grau desse resto pelo de maior grau de d, obtendo o
segundo termo de Q, —8x3:3x% = —%x. Em seguida, repete-se o passo 3.

,lé:fr+l).ra+612+0x+l ‘ S iy
_127% 8342 , 8

dx——x
—Bfszr +0r+l 3
- +— r2+— X

22 8 1
3 r+3.x+

5. O resto parcial obtido, 22 x? + %x + 1, tem grau igual ao grau de d. Entao, repete-se

os passos 4 e 3, obtendo:

,lﬂ’:‘frTD.r +6x%+0x+1 ‘ AN
e —Bx —4x*

4 —x+—
—Bfszr +0r+l 3% g

+ +—x2+—t

22 A 8
%4'+§x+1

22, 44 22
3 T9% 9
2013
9% g

Portanto, na divisao de D por d, o quociente e o resto sdao dados respectivamente
por

8 22
Q(x) = 4x° — §x+ ry e RxX)=——x——.

Além disso, € claro que deve-se ter que D = dQ + R (Verifique!).
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Esse procedimento pode ser utilizado em qualquer divisdo de D por d, desde que se
tenha gr(D) = gr(d).

Observacao 5.3 Observe que o critério de parada da divisdo pelo método da chave é
quando o grau do resto ficar menor do que o grau do divisor, pois nesse ponto, se garante
a condigdo b) da Definigdo 5.9.

Observacao 5.4 Ao se efetuar a divisao, sempre se terd que gr(R) < gr(d). Portanto, o
maior grau possivel para o resto serd sempre gr(R) = gr(d) — 1.

Divisao por binomios de grau 1
Lema5.1 Sejaac C. O resto da divisdo de um polinémio D(x) por x — a éigual a D(a).

Demonstracao: Ao se dividir D(x) por x — a, deve-se obter Q(x) e R(x) tais que
D(x) = (x—a)-Q(x) + R(x). Contudo, como gr(R) < gr(x—a) e gr(x—a) =1, segue que
gr(R) =0, o que implica que R(x) € uma constante, digamos R(x) = k€ C V x. Logo:

Dx)=(x—-a)-Qx)+ k= D(a)=(a—a)-Q(x)+ k= D(a) = k=R(x).

Exemplo 5.28 O resto da diviséo de D(x) = x> —2x —6 por x—1 é dado por D(1) =
1°-2-1-6= R(x) = -7.

Com o auxilio do Lema 5.1 é possivel provar o Teorema 5.5. Essa demonstracao
serd deixada como exercicio para o leitor e uma dica pode ser encontrada na secao de
respostas.

Teorema 5.5 (D’Alembert) Seja P um polinomio em C. Entdo, P(x) é divisivel por x — a
se, e somente se, P(a) =0, isto é, quando a for uma raiz de P.

Exemplo 5.29
a) Sem efetuar a divisdo, mostre que o polinémio A(x) = 2x3 — 12x? + 18x é divisivel

por x — 3.
Resolucdo: Para o bindmio x — 3 tem-se que a = 3. Entdo, A(3) =2-3%-12-3% +
18-3=54-108 +54 = A(3) = 0. Logo, pelo Teorema 5.5 segue que A é divisivel
por x — 3.

b) Para que valor de k o polinébmio P(x) = kx3 + x2 -5 é divisivel por x + %?

Resolucdo: No bindmio x + % tem-se que a = —%. Entao, pelo Teorema 5.5 deve-se
ter P(—3) = 0. Logo:

Um outro resultado relativo a divisdo por bindmios de grau 1 é sobre a divisdo pelo
produto de dois desses binomios, conforme descrito no Teorema 5.6.

Teorema 5.6 Dado um polinomio P que seja divisivel por (x—a) e por (x—b), com
a # b, entdo P é divisivel pelo produto (x — a)(x — b).
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Algoritmo de Briot-Ruffini

O Algoritmo de Briot-Ruffine é uma sequéncia de passos, utilizada para se obter os
coeficientes do quociente e do resto da divisdo de um polinémio P(x) = a,x" +...+
a)x+ay, ap# 0, porum bindmio da forma x — a.

O esquema apresentado na Figura 2 ilustra a execucao do algoritmo e as relacoes de
recorréncia que devem ser usadas para obter os coeficientes do quociente e também
do resto da divisao.

-
— |
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

1

1

Ld
tin tp—1 n—2 g3 -+ O3 2 a) | dy

|fi'n—llzﬂn gn-2 Jn-3 On-4 ... 2 1 o | R(x)

r——-- -
r-———1*

__________________

Figura 2 — Ilustracdo da aplica¢do do algoritmo de Briot-Ruffine.

Como a divisao é de um polind6mio de grau n por um de grau 1, segue que o quo-
ciente terd grau n —1 e que o resto sempre serd uma constante, ja que gr(R) =0. O
algoritmo fornece as seguintes relacoes de recorréncia que permitem obter os coefici-
entes do quociente e do resto da divisao:

® (gpn-1=0an
®* qn-2=(p-1-a+ap-1
® qn-3=(pn-2-a+ap-2

® qn-a=(qp-3-a+ap-3

¢ 2=gs-a+as
* qi=qr-a+ay
* qo=q1-a+m
* R(x)=qo-a+ayp

Sendo que, g,-1, Gn-2, --., qo sdo os coeficientes do quociente e R(x) é o resto da
divisdo de P(x) por x — a.

Exemplo 5.30 Vamos obter o quociente Q(x) e o resto R(x) na divisdo de P(x) = 4x> +
6x2 +8x + 10 por x — 2, utilizando o algoritmo de Briot-Ruffini.

Como gr(P)=3e gr(x—2) =1, segue que gr(Q) = 2. Utilizando o dispositivo da
Figura 2 e as relacoes de recorréncia para q», g1, go € R(x), vem que:

2 4 6 8 |10
| 4 14 36 | 82

Portanto, tem-se que

Q(x) =4x*>+14x+36 e R(x)=82.
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5.7 Teorema Fundamental da Algebra - TFA

Um teorema de extrema importancia em nosso estudo é o denominado Teorema Fun-
damental da Algebra, ou simplesmente, TFA. Sua demonstracao estd além do escopo
desse livro, pois requer conhecimentos mais avancados de matematica.

Teorema 5.7 (TFA) Todo polinémio de grau n em C admite exatamente n raizes com-
plexas, que podem, inclusive, ser repetidas.

Ja o Teorema 5.8, que é uma consequéncia do TFA, apresenta uma forma de escrever
um polinémio a partir das suas raizes. Vejamos:

Teorema 5.8 (Teorema da Fatoracao) Todo polinomio
P(x) = apx" + ap_1x" ' +...+ay + ag

com a, # 0 e com raizes 1y, 12, ..., I'y, pode ser decomposto (ou fatorado), de forma
unica, em n fatores de grau 1, como segue:

PxX)=ay,(x—r)(x—r)x—r3)...(x —1y). (5.1)

Sendo assim, dizemos que um polindmio estéd fatorado quando ele estiver escrito
na forma apresentada pela Equacao (5.1).

Exemplo 5.31 As raizes de —3x%2-3x+18 =0 sdo x; = -3 e x, = 2. Além disso, como
a, = —3, segue do Teorema 5.8 que a forma fatorada desse polinémio é

—3x*>-3x+18=-3(x+3)(x-2).

Exemplo 5.32 Considere o polinémio — x> + 4x* + 7x — 10. Observe que x = 1 é uma raiz
desse polinomio, pois P(1) = 0. Logo, pelo Teorema 5.5 segue que ele é divisivel por x — 1.
Efetuando-se essa divisdo (pelo algoritmo de Briot-Ruffini ou pelo método da chave)
obtem-se que

—x3+4x° +7x-10= (x - 1)(-x*+3x + 10).

As raizes de —x* +3x+10 sGox; = -2 ex =5, 0 que nos leva a

3 +4x%+7x-10=—(x- 1) (x+2)(x=5),

que é a forma fatorada desse polindomio de grau 3.

Considere entao, as n raizes complexas de um polindémio de grau n, sendo que o
numero de raizes distintas é f, com 0 < ¢ < n, e onde r, se repete m; vezes, 1, se repete
my vezes, I'3 se repete mg vezes, até a raiz r; que se repete m; vezes, com my, ..., m; € N.
Entao P(x) pode ser escrito da forma:

P(x)=anx—r)™"(x—r12)"(x—13)"™ ... (x =)™,

onde my+my+mg+...+ m;=n.
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Exemplo 5.33 O polinoémio de grau 8 dado por 4(x*> —6x +9) (x> —2ix—1)(x +5)* tem
comoraizes x) =Xy =3, X3=X4=1 € X5 = Xg = X7 = Xg = —5. Logo,

4% —6x+9) (x> —2ix—D(x+5*=4(x-3)*(x - i)’ (x+5)*.

Definicao 5.10 Quando P(x) é escrito da forma
P(x) = ap(x—r)"™ (x—12)"™ (x—1r3)"™ ... (x =)™,

diz-se que as raizes ry, T2, ..., Iy possuem multiplicidades my, my, ..., my, respectiva-
mente. Ou seja, a multiplicidade de uma raiz é o niimero de vezes que essa raiz se repete.
Além disso, se a raiz aparecer apenas uma vez ela é denominada raiz simples.

Exemplo 5.34 No Exemplo 5.33 tem-se que as raizes 3 e i possuem multiplicidade 2 e
que a raiz -5 tem multiplicidade 4.

5.8 Relagoes de Girard

As relacoes de Girard sdo relacoes existentes entre os coeficientes e as raizes de uma
equacao polinomial do tipo P(x) = 0. Vamos apresentar aqui as relagcoes referentes as
equacoes polinomiais do segundo e do terceiro grau. Detalhes relativos as equacoes de
grau n para n > 3 podem ser obtidas em [25].
Pelo Teorema 5.8 tem-se que ax’ + bx + ¢ = 0, de raizes x; e x,, pode ser escrita
como
a(x—x1)(x—x2) =0.

Tem-se, entdo, que
ax’+bx+c=a(x- x1) (X — X2).
Como a # 0, ao se dividir ambos os lados da tltima equacao por a, obtém-se
2. b c 2
X+ —Xx+—=x"— (X1 +X2) X+ X1 X2,
a a

oquelevaa

X1+Xpo=—— € X1Xp=—. (5.2)
a

ala

As igualdades apresentadas nas Equacoes (5.2) s
equacao do 2° grau.

Considerando S e P como a soma e o produto das raizes, respectivamente, tem-se
que a equacao pode ser escrita da forma

x> -Sx+P=0 (5.3)

o as relacoes de Girard para a

que é uma forma de se encontrar as raizes de maneira simples, ou entao, de construir
uma equacao a partir das suas raizes.

Exemplo 5.35

a) Observando a equacao x*>—3x—-10=0deve-seter S=x;+x, =3 e P = x1x, = —10.
Apenas com cdlculos mentais, observa-se que os dois niumeros que satisfazem
essas condicoes sao 5 e -2, o que implica que se pode considerar que x; =5 e
X9 = —2.
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b) Para se obter uma equac¢do quadratica que tenha como raizes os valores x; = —1
e X, =7, basta observarmos que x; + x, = 6 e que x; x2 = —7. Logo, pela Equacgao
(5.3) vem que uma equacdo com essas raizes é x> —6x—7 = 0.

Com o mesmo raciocinio usado anteriormente, € possivel provar que as relacoes de
Girard para equagdes da forma ax® + bx? + cx +d = 0 e de raizes x;, X € X3, S30:

b d c
X1+Xp+X3=——, X|XpX3=—— e X1X2 + Xo X3+ X1 X3 = —. (5.4)
a a a

5.9 Exercicios

1. Qual é o grau do monémio P(x, y,z) = 12x3y*z2?

2. Obtenha o gr(P) para cada caso:

a) P=-3x%y° b) P =14 c)P=-7iy d) P=0x’
3. Para os mondmios A= -x?y*, B=4x?y®,C=%ab e D =-ab, obtenha:

a A+B b) A-B c)B-A d) A-B e)-C+4D f) -6C-D
4. Efetue o que se pede:

14x%y°

3 3
— b)21a*b3c® 47243 b’ c) (3x2y324)2 d) (—a3b26d3)
49xy3 4

5. Prove a propriedade do cubo da soma e da diferenca de dois termos, ou seja, que
dados x, y € C entdo:

(x+y)3 :x?’+3x2y+3xy2+y3 e (x—y)3 :x3—3x2y+3xy2—y3.

6. Efetue as seguintes operagoes:

a) (x—1)+6(x+1)-5 b) 2(x+10)— (x2-1)
c) 4(x2=5x+6)—3(x2+10x+2) d) 1-4x0)(x2-x-2)
e) (X*+x-3)(x-2) f) x=D(x=-2)(x-13)

7. Utilizando produtos notaveis resolva cada expressao:

2
a) (av/a+2b)°, coma=0 b) (2\/5_”1) comb=0
2
9 (l+l o (L 1P
Xy ) P
1\
e) (—+x) f) (l_,_g)(l_g)
o x yl\x vy
3
g (4x-3y) h) (2+x)°
8 SeA:%+%eB:x_l—y‘l,ovalordeBz—Azé:
a) 0 b) LY o XX d) = e) —4x2)?

X232 Xy
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1 , 1
9. Sabendo que a+— =3, qual o valorde a”+ — ?
a a
a) 6 b) 7 c)8 d9 e) 10
10. Encontre a expressdo expandida de (a+ b+ c)?.
11. (Escola Técnica Federal - R]) Qual a expressdo que deve ser somada a x> —6x +5
para que resulte o quadrado de (x —3)?
a) 3x b) 4x c)3 d 4 e)3x+4x
12. Dados os polinémios f(x) =7—2x+4x?, g(x) =5x>+x*>+x+5e h(x) = x* —3x+2
calcular:
a) (f+8® b) (g — ) (x) o) (h=
13. Determinar h(x) tal que h(x) = (x+1D(x—-2) +(x-2)(x—1) +4(x+1).
14. Se f e g sdo dois polindmios de grau n, qual é o graude (f + g) ede fg?
15. Seja f(x) uma funcao polinomial do segundo grau. Determinar f(x) sabendo que
f)=0e f(x)=f(x-1).
16. Sejam f, g e h polindbmios de graus 2, 3 e 4 respectivamente. O grau do polindmio
f-(g-h)é:
a) 4 b) 5 c)6 d) 8 e) 14
17. Numa divisao de polinomios em que o divisor tem grau 4, o quociente tem grau 2
e o resto tem grau 1, qual € o grau do dividendo? E se o grau do resto fosse 2?
18. Sejam f e h sdo polindmios de graus 4 e 5 respectivamente, entdo o grau de:
a) f+hé4 b) fhé20 cof+hé9 d fhéo9 e)h—-fé4
19. (UFRGS) Se p(x) é um polindomio de grau 5, entdo [p(x)]3 + [p(x)]2 +2p(x) possui
grau igual a:
a) 3 b) 8 c) 15 d) 20 e) 30
20. (PUC) O polinémio p(x) = (x—1)-(x—2)2-(x—3)3-...- (x—10)!° tem grau:
a) 10 b) 10! c) 107 d) 110 e) 110/2
21. Dividir f por g aplicando o método da chave:
a) f=3x-x"+2x3+4x-3 e g=x3-2x+1
b) f=x*-2x+13 e g=x*+x+1
22. (ITA) Determinar o resto de x% + x + 1 dividido por x+1.
23. (UFMG - 2005) Sejam p(x) = 4x> + bx*+cx+d e g(x) = mx?+ nx—3 polindmios

com coeficientes reais. Sabe-se que p(x) = (2x —6)q(x) + x — 10.
Considerando-se essas informacdes, ¢ INCORRETO afirmar que:

a) se 10 éraiz de g(x), entdo 10 também é raiz de p(x).
b) p(3)=-7

c) d=18

d m=2
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Sem efetuar a divisdo, prove que f(x) = x* +3x> —6x — 4 é divisivel por g(x) =
X2 +3x+2.

Aplicando o dispositivo prético de Briot-Ruffini, determinar quociente e resto da
divisdo de f por g:

a) f=5x*-12x3+x*>-13 e g=x+3

b) f=81x°+32 e g=x-%

Sendo P(x) = Q(x) + x%+ x+1 e sabendo que 2 é raiz de P(x) e que 1 é raiz de
Q(x), entdo P(1) — Q(2) vale:

a) 0 b) 2 c)3 d) 6 e) 10

(Vunesp-SP) Dada a equacdo x?+ x —+/2 = 0, calcule a soma dos inversos de suas
raizes.

(OBMEP - 2007, Nivel 3 da Lista 8) As duas particulas - Duas particulas, Ae B,
percorrem uma circunferéncia de 120 m de comprimento. A particula A gasta
3 segundos menos que B, por estar animada com uma velocidade maior de 2
metros por segundo. Qual é a velocidade de cada particula?

(OBMEP - 2008, Nivel 2 da Lista 4) Soma de cubos -Se x+y=1 e x*>+y? =2,
calcule x3 + 3.

(UFMA) Sabendo-se que P(x) é um polinémio de terceiro grau, que € divisivel
por x—3, e que P(x) = P(x—3) — x*> — 3, determine o produto das raizes de P(x).

Obtenha um polin6mio de grau 4 que tenha como raizes os nimeros complexos:
i, —i,3ie2.

(UFMQG) Sejam p(x) = ax*+@a-15)x+1 e qx) = 2x%— 3x+% polindbmios com
coeficientes reais.

Sabe-se que esses polindmios possuem as mesmas raizes. Entao, ¢ CORRETO
afirmar que o valorde a+ b é

a) 3 b) 6 )9 d 12

Determine um polinémio que possua, a0 menos, as raizes x; = 2 (raiz simples),
X2 = =3, x3 =2i e x4 = —21, sendo que x2, x3 e x4 sdo de multiplicidade 2.

a) Qual é o menor grau possivel para esse polindbmio?
b) Esse polindmio pode ter grau maior do que 10?

Resolva a equacido 2x3 +3x? — 1 = 0 sabendo que ela admite uma raiz de multipli-
cidade 2.

Determine os reais a, b, ¢ de modo que f(x) = (a— 23+ (b+2)x+B-0) seja o
polinomio nulo.

(UFMG - 2003) Sabendo-se que p(1+2i) =0, CALCULE todas as raizes do polino-
mio p(x) = x° + x* + 13x% + 5x.

Dadas as funcdes polinomiais A(x) = (a—1)x*> + bx + c e B(x) = 2ax® + 2bx +c,
quais sdo as condi¢des para que se obtenha a identidade A(x) = B(x)?
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38. Dada a funcéo polinomial f(x) = x3 + x? + x + 1, determine:

a) f(0) b) f(-1) c) f(1) d) fx+1) e) f(f(-1))

39. (UFMG - 2006 - Modificada) Considere o polinémio p(x) = x* —2mx? +2m -1,
sendo m um numero real > 1. CALCULE as raizes de p(x) em func¢ao de m.

40. (UFPA) O polinémio P(x) = ax3 + bx? + cx + d é idéntico a Q(x) = 5x% — 3x + 4.
Entdo, temos que a+ b+ c+d é igual a:

a) 6 b) 5 c)4 do e) -3
41. Qual é o quociente da divisao de P(x) = ax*—4x3+x-1 por Q(x) = 4x3+172
a) x-5 b) x-1 Cc)x+5 d)4x-5 e)4dx+8

42. Considere os polindmios A(x) = x2+ax+b e B(x) =x*+1. Determine a,be R
para os quais se garanta que B € divisivel por A.

43. Sabe-se que na divisdao de um polinomio A por (x —5) o resto obtido é 8 e que na
divisdao desse mesmo polindmio por (x —3) o resto é 6. Qual € o resto da divisao
de A por (x—5)(x—3)?

44. (UFMG) O quociente do polinémio P(x) = x* + a?x? + a* pelo polinémio q(x) =
xX’—ax+a® acR, é:

a) x’—ax+a b) x* - ax + a? c)x’—a’x+a d) x> + ax + a®

45. (UFMG) Os valores de m e n, para os quais o resto da divisdo de p(x) = 2x3 —3x% +
mx + n por q(x) = x*> —3x +2, seja 2x + 1, sdo respectivamente:

a) 9e-1 b) -3e7 c)2e3 dz2el e)—6e2

46. Obtenha o valor numérico de P(x) =2x*+2ix3+ x+iparax=i e x= _715

47. Determinar as raizes, em C, e suas respectivas multiplicidades, considerando
3(x+4)(x*+1)=0.

48. Qual é o grau de um polinomio P(x) cujas raizes sao 3, 2, -1 com multiplicidades
7,6 e 10, respectivamente?

49. Escreva os polindmios abaixo nas suas respectivas formas fatoradas, conside-
rando U =C:

a) P(x)=2x*>-8x+6 b) Q(x) =2x*>-18
¢) R(x)=x*+16 d) S(x) = (x—2)(x* —3x+2)
e) T(x)=9x*-1 f) Ux) = 4x* +2x° — x*

50. Sabendo que x = 1/3 é raiz de p(x) = 9x3 — 9x? — x + 1, obtenha a sua forma
fatorada.

51. (UECE) Se p e g sdo as raizes da equacdo 2x*> —6x+7 =0, entdo (p+3)(g+3) é

igual a:

a) 3 b) % c) d 4
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52.

53.

54.

55.
56.

57.

58.

59.
60.

O polinémio p(x) = x* + ax> + bx? + cx + d tem todos os seus coeficientes reais.
Sabendo que i é uma de suas raizes e que 1 é uma raiz dupla, determine os valores
dea, b, ced.

Usando o Teorema 5.8 (Teorema da fatoracao), determine o polindmio k(x) com
gr(k) = 3 e cujas raizes sdo 1, 2 e 3, sabendo que o valor numérico de k para
x=1/2 é -15/8.

Sabe-se que o coeficiente az do polindmio g(x) = ag + a; x + a, x> + az x> é igual
a 1. Além disso, 1 e 2 sdo raizes de g e ¢(3) = 30. Determine q(—1).

Apresente dois polindmios, f e g ndo nulos, tais que que gr(f + g) =0.
Considere os polindmios A(x) =2x>—1e B(x) = x3+ x> + x + I:

a) Mostre que A(x) — B(x) # B(x) — A(x).
b) Porque essa diferenca nao fere a comutatividade da soma de polindmios?

Utilizando o Exemplo 5.23 como referéncia, discuta em que casos ter-se-a que
gr(f+g <max{m,n} e gr(f+g) = max{m,n}.

Sejam A e B polinomios quaisquer, com AB # 0. E correto afirmar que:

a) gr(A+B)=gr(A)+gr(B)
b) gr(AB) =gr(A)+gr(B)
c) gr(AB)>gr(A)

Apresente contra exemplos para as afirmacoes falsas.
Obtenha o polindmio do segundo grau f(x) tq f(0) =2, f(-1)=0e f(1) =8.

Usando o Lema 5.1 demonstre o Teorema 5.5 (teorema de D’Alembert).






CAPITULO

Tépicos de Calculo Algébrico

Nesse capitulo, apresentaremos algumas definicdes e exemplos relativos as expressoes
algébricas, expressoes algébricas inteiras e fraciondrias, racionalizagao de denominado-
res e operacoes com fracoes algébricas. Ressaltamos ainda, que em todo esse capitulo o
universo de trabalho serd o conjunto dos nimeros complexos, C.

6.1 Expressoes algébricas e fracionarias

Expressoes algébricas

Definicao 6.1 Denomina-se por expressdo algébrica toda expressdo matemdtica cujos
termos sdo constituidos de varidveis (letras) e niimeros (constantes).

Exemplo 6.1 Sendo a, b constantes complexas, todas as expressoes abaixo sdo algébricas:

a) —3ix>+5ax+2y
b) —2xy'?+3bz%-2yz

c) bx+1

Classificacao

As expressoes algébricas sao classificadas em:

e Irracionais: Quando as varidveis estdo sujeitas a operacdo de radiciacdo. E o caso
do item b do Exemplo 6.1.

« Racionais: Quando as varidveis ndo estdo sujeitas a operacdo de radiciacdo. E o
caso dos itens a e ¢ do Exemplo 6.1. Observe que uma expressao algébrica sé serd
racional quando os expoentes das varidveis forem ntimeros inteiros.

Como as expressoes algébricas estdo associadas as varidveis, ¢ comum usar uma
outra letra, acompanhada das varidveis envolvidas, entre parénteses, para representar
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cada expressdo', assim como € feito para polindmios. As expressdes apresentadas no
Exemplo 6.1 podem ser representadas por:

3
P(x,y) = -3ix* +5ax +2y, Q(x,y,z):—?xy1/2+3bzz—2yz e R(x)=bx+1.

Valor numérico

Ao se substituir as varidveis de uma expressdo algébrica por nameros especificos, onde
essa expressao esteja definida, e se efetuar as operacdes indicadas, o valor obtido é
denominado valor numérico da expressao para aqueles valores.

Exemplo 6.2

a) O valor numérico da expressao algébrica A(x,y) = —3ix2+5x+ 2yparax=ie
y =-2édado por

Ali,-2)=-3i-i*+5-i+2-(-2)=-3i-(-1) +5i -4

b) Sendo B(x,y,z) = —%xy+322 — 2y22/3, segue que
3
B(7,-2,i) = —;-7-(—2)+3-i2—2-(—2)- Viz=6-3+4V-1

= B(7,-2,i)=-1.

¢) Se o valor numérico da expressao —7x+ 3 é 12, qual deve ser o valor da varidvel x?
Resolucdo: Ora, como o valor numérico é 12, pode-se escrever que

9
—7x+3:12:>7x:3—12:>x:—;.

Expressoes fracionarias

Definicao 6.2 Diremos que uma expressao algébrica racional é uma expressao fracio-
ndria quando ela possuir pelo menos uma varidvel no denominador. Caso contrdrio, ela
serd chamada de expressao inteira.

Exemplo 6.3 Em a), b), c) e d) temos expressoes algébricas fraciondrias e em e) e f)
expressoes inteiras.

2 2i 2 . 3 324b3— 2
) BpRy e s g ledbon b oo p

3zy xy+a wa+3b

Observacao 6.1 Atente para o fato de que, nas expressoes fraciondrias, como o denomi-
nador sempre terd pelo menos uma varidvel, os valores que anularem o denominador
estardo fora do dominio dessa expressao, que € o conjunto de todos os valores que as
varidveis podem assumir. Por exemplo, no item a) do Exemplo 6.3 deve-se ter que z # 0
ey # 0 eno item b) deve-se ter que z # 0.

! Quando néo gerar ambiquidades, também é comum utilizar as letras, sem as varidveis. Ou seja, para

o exemplo apresentado, usaria-se P = P(x,y), Q=Q(x,),z) € R=R(x)
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6.2 Fatoracdo de expressoes algébricas inteiras

Fatorar uma expressao algébrica inteira consiste em escrevé-la como um produto
de duas ou mais expressoes algébricas. Nessa secdo, vamos nos dedicar a estudar os
seguintes tipos de fatoracao:

- Fator comum.
- Fatoracdo por agrupamento.
> Trinomio quadrado perfeito e diferenca de quadrados.

> Soma e diferenca de cubos.

Fator comum

Quando um ou mais fatores foram comuns a todos os termos de uma expressao inteira,
podemos colocé-lo em evidéncia, isto é, como um fator multiplicativo, sendo que
o outro fator serd o resultado da divisdo de cada termo da expressdo por esse fator.
Vejamos um exemplo:

Exemplo 6.4 Fatore as expressdes ax+ ay+az, bx+b’xy, 9x*—6x, t3k+tk’ e
223 +2iz%2 + 12z, considerando a, b, x, t e k como constantes nédo nulas.

a) Observe que a é o Unico fator comum em todos os trés termos da expressao
ax + ay+ az. Sendo assim, é ele que podemos colocar em evidéncia. Portanto,
devemos ter

ax+ay+az=a(x+y+z).

Para se obter cada um dos trés termos do fator entre parénteses, bastou dividir
cada termo da expressdo pelo fator a, ou seja, ax/a=x, ayla=y e azla=z.

b) Na segunda expressao, o fator comum entre os dois termos é bx. Logo, como
bx/bx=1 e b’xy/bx= by, tem-se que

bx+b*xy=Dbx(1+by).

c) Na expressdo 9x? — 6x percebe-se que o fator comum é 3x. Entdo, tem-se que
9x* —6x=3x(3x-2).
d) Em 13k + tk3 o fator comum é rk. Logo

Pk+tk> = th (£ + k).

e) Percebe-se que o fator comum nos termos de 223 +2iz? + 12z é 2z. Logo

22° +2iz" +122=2z(z* + iz +6) =2z (2 - 2i) (z + 31).
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Fatoragao por agrupamento

E um método utilizado quando nem todos os termos da expressao possuem um fator
comum, mas grupos de termos possuem um determinado fator comum. Vejamos:

Exemplo 6.5 Fatore as expressoes 6x+6z+ x> +xz e 4y>—-8y—zy+2z.

a) Observe que 6 é um fator comum de dois termos da expressio 6x + 6z + x> + xz
e que x é fator comum dos outros dois. Entao, pode-se colocar 6 em evidéncia
nesses dois termos e x em evidéncia nos outros dois, obtendo

6x+6z+x2+xz:6(x+z)+x(x+z)

Ao se fazer isso, a expressdo que possuia quatro termos, passou a possuir apenas
dois. Além disso, observe que (x + z) é um fator comum nesses dois termos, e por
isso, pode-se colocd-lo em evidéncia, gerando

6x+6z+x2+xz:6(x+z)+x(x+z):(x+z)(6+x).

Portanto, temos que

6X+62+Xx°+xz2= (x+2)(6+X).

b) Com raciocinio andlogo ao que foi feito no item a) tem-se que

4y2—8y—zy+22:4y(y—2)—z(y—2) =(y—-2)4y-2).

Trinomio quadrado perfeito

Quando um trindbmio pode ser escrito como o quadrado da soma (ou da diferenca) de
dois termos, dizemos que ele é um trindmio quadrado perfeito.

Como o trindmio sera escrito como um produto notavel, uma forma de verificar se
ele é um quadrado perfeito é a execucao de trés passos (considerando que as varidveis
sdo ndo negativas):

1. Tira-se a raiz quadrada dos termos do trindbmio que possam ser escritos como um
fator elevado ao quadrado (geralmente o 1° e 0 3° membros).

2. Multiplica-se os resultados obtidos no item 1, e em seguida, multiplica-se o
resultado obtido por 2 ou -2, conforme necessario.

3. Se o resultado do item 2 for igual ao termo ainda ndo utilizado (geralmente o 2°
termo), este trindbmio serd um quadrado perfeito. Caso contrario, ndo sera.

Exemplo 6.6 Fatore os trinomios 9x>+24xy+16y> e t*—213+12.

a) Para o trinomio 9x? +24xy + 162, deve-se extrair a raiz quadrada de 9x? e 16y?:
VI9x2=3x e \/16y% =4y.

Além disso, pelo item 2, observe que

2:3x-4y =24xy,
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que corresponde ao segundo termo do trindmio (item 3). Portanto, esse trindbmio
é um quadrado perfeito e pode ser fatorado da forma

9x% +24xy +16y% = (3x+4y)°.

b) No trindmio #*—213 + 2 observe que
Vit=t> e Vi2=t.

Além disso,

que € exatamente o 2° termo do trindmio, o que confirma que ele é um trindmio
quadrado perfeito, correspondente ao quadrado da diferenca de dois termos.
Portanto, temos que

o284+ 2= (-1

c¢) O trinémio m? — mn + n? ndo é um quadrado perfeito pois:
vV ms=m, n2=n, mas 2mn#-mn e —-2mn#—mn.

Diferenca de quadrados

Esse caso corresponde ao processo inverso do produto da soma pela diferenca de
dois termos, quando se quer fatorar a diferenca de dois quadrados. Para isso, basta
extrairmos a raiz quadrada dos dois termos. A fatoracdo serd o produto da soma pela
diferenca desses resultados. Vejamos os exemplos:

Exemplo 6.7 Fatore o binomio 25x% —144y°.

Resolucao: Observe que vV25x2 = 5x e que /144y = 12y, considerando x, y > 0.
Logo

25x% —144y* = (5x+ 12y) (5x — 12y).

Soma e diferenca de cubos

Verifica-se facilmente que a soma de dois cubos, x* + y°, é igual ao produto do fator
(x + y) pelo fator (x*> — xy + y?), isto é:

P+ = (x+ - xy+y2).
Também se verifica que a diferenca de dois cubos, x* — y3, é igual ao produto do
fator (x — y) pelo fator (x* + xy + y?), isto é:

x3—y3 = (x—y)(x2+xy+y2).

Esses dois resultados representam a fatoracdao de bindmios escritos como soma ou
diferenca de cubos. Vejamos:
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Exemplo 6.8 Fatore as expressoes y°>+125 e 27x°—1.
a) Observe que y3+125=y3+5% = y3+125=(y+5)(y* -5y +25).
b) A expressio 27x> — 1 pode ser reescrita na forma

27x3-1=3x%-13=6Bx-1)©Ox*+3x+1) = 3x-1)Bx+ 1>

6.3 Fracoes algébricas e simplificacao

Definicao 6.3 Fracoes algébricas sdo as fracoes onde numerador e denominador sdo
expressoes algébricas.

Exemplo 6.9
) x2+2xy+y? b —y* +x? . . y3+272
x2-y2 zy? — zx? 2xy+6xz

Simplificacao de fracdes algébricas

Para se efetuar a simplificacdo de fracdes algébricas, basta fatorar o numerador e o
denominador, e, em seguida, cancelar (ou simplificar) os fatores comuns. E importante,
também, indicar as condicoes de existéncia da fracao, caso seja necessario.

Exemplo 6.10 Vamos simplificar as trés fracoes algébricas apresentadas no Exemplo 6.9.

24 2xy+ v +1)?
a) X ny 5 yo_ (x+y) , cujas condicOes de existéncia sdao
X —y x+Y(x-1y)
x+y#Z0e x—y#0.
Logo, deve-se ter, nesse caso, que x # —y e x # y. Voltemos, agora, a simplificagdo:
X+2xy+y*  (x+p? x+y
x2—y2 x+yPx-y) x-y
_y2+x2 __(yZ_XZ)_ 1
b) zy2—zx?  z(y?—x2) Z

Observe que a fracao algébrica original tem como condic¢des de existéncia

z#0 e Y —x*=(y+x)(y-x) #£0,
ou seja, deve-seterque z#0, y#—x e y # x.

y3+2723 B y3+32)° B (y+32)(y* - 3yz+92%) B y? —3yz+9z°
2xy+6xz 2x(y+32) 2x(y+32) B 2x '

Observe que para a fracao algébrica original estar bem definida, é necessdrio que

2x#0 e y+3zZ0=>x#0 e y# -3z.
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6.4 Minimo multiplo comum

Considere duas ou mais expressoes algébricas. O minimo comum entre elas (mmc) seréd
a expressdo algébrica de menor grau e que seja divisivel simultaneamente por todas as
expressoes dadas. Sendo assim, é possivel obter o mmc da seguinte forma:

i. Fatora-se cada expressao dada.

ii. Forma-se o produto dos fatores comuns e ndao comuns a todas as expressoes,
tomados com seus maiores expoentes.

Exemplo 6.11 O mmcentre 14x+7y e 6x+3y éobtido da seguinte forma:

14x+7y=72x+y) e 6x+3y=32x+y).

Observe que os fatores comuns e ndo comuns sdo: 7, 3 e 2x + y. Portanto, o mmc
procurado é:

7-3-2x+y)=212x+y).

Exemplo 6.12 Considere as expressoes algébricas P(x) = 25x2+10x+1, Qx)=1- 25x2
eR(x)=1+5x.
Temos que:

P(x)=25x>+10x+1=(5x)?>+2-(5x)-1+ 1% = (1 +5x)>
Q(x) =1-25x%=1°— (5x)% = (1 + 5x)(1 - 5)
R(x)=1+5x
Entdo, os fatores que irdo compor o mmc(P,Q, R) sdo: (1+ 5x)2 e 1-5x, eeleserd

mmc(BQ,R) = (1-5x)(1+5x)°.

O mmc de expressoes algébricas é muito importante para se efetuar as operacoes
entre as fracoes algébricas. A préxima secao deixard isso mais claro.

6.5 Operacoes com fracoes algébricas

Para se efetuar as operacoes de adicado, subtracao, multiplicacdo e divisao de fracoes
algébricas, procedemos da mesma forma como nas fragdes numéricas.

Adicao e Subtracao

Se os denominadores forem diferentes, deve-se reduzi-las ao mesmo denominador,
efetuar as operacoes indicadas e, se possivel, simplificar a fracdao algébrica resultante.
Uma forma de reduzir as fracoes algébricas ao mesmo denominador é determinando o
mmc entre eles. Vejamos um exemplo:

Exemplo 6.13 Efetue o que se pede:

y—l+ 3y b) a-b a+b
y+1 y2-1 4a?-4b*> 3a®?+6ab+3b?

a)
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Resolucao:
a) Temos que y+1ndo é fatoravel e que y>—1=y*>—12 = (y+1)(y—1). Logo, 0o mmc
é dado por (y+1)(y —1). Entao:

y—1+ 3y _(y—1)2+3y_y2+y+1
y+1 y* -1 (y+D(y-1  y*-1

b) Temos que

4a® —4b* =4@®-b>) =4(a+b)(a- b)
e que
3a® +6ab+3b*> =3(a® +2ab + b*) =3(a+ b)>.

Entdo, os fatores que irdo compor o mmc sio: 4, 3, (a+ b)? e (a—b).
Sendo assim, o mmc é dado por 3-4-(a— b)(a+ b)? =12(a— b)(a+ b)?. Logo:

a-b a+b B a-b a+b
4a2-4b2 3a2+6ab+3b2  4(a+b)(a-b) 3(a+b)?
B 3(a+b)-(a—b)—4(a—-Db)-(a+b)
B 12(a—b)(a+ b)?
_(a+b)(a-b)(3-4)
"~ 12(a-b)(a+ b)?
~ 1
“12(a+b)

sendo a # —b.

Multiplicacao

Nessa operacao, basta multiplicar numerador com numerador e denominador com
denominador, sendo que, se for possivel, simplifica-se a fragdo algébrica resultante.

9a? — 4b? 12a—-8b
9a%—-12ab+4b? 3ab+2b?%

Exemplo 6.14 Efetue o produto

Resolucio:
9a* — 4b* 12a—8b _ (3a)* - (2b)* 4(3a—2b)
9a®-12ab+4b? 3ab+2b? (3a)2—2-3a-2b+ (2b)?2 b(Ba+2b)

_ (3a+2b)(3a-2b)-4(3a—2b)
 (3a-2b)%-b(B3a+2b)

4
b)

3
sendo que deve-seter b#0 e b # J_réa.
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Divisao
Assim como nas fragdes numéricas, basta conservar a primeira fracao e multiplicé-la

pelo inverso da segunda; simplificando sempre que possivel a fracao algébrica resul-
tante.

8(x+y)'4(x+y)2
(x-y)p? (x-y)

Exemplo 6.15 Efetue a seguinte divisdo

Resolucao:

Blx+y) 4lx+y) B(x+y) (x-y) 2 2
=y (=) (x-p) ax+y) D) (xry) 2oy

ondex#y e x#-y.

6.6 Exercicios

1. (OBMEP - 2007, Nivel 2 da Lista 2) Expressao fraciondria - Se f =2, entao x;xy é
igual a:

a) -1 b) —3 c) 3 d)1 e)2

2. (UFMG - 2003) O valor da expressdo (a™' +b1) % é:

ab ab 2 2 a’b?
a) @t D) b) (@417 ca +b d) Gib?

2 1 1
3. (UFMG) Sendo m > 0, a expressao (m% + m‘%) + (1 + —) (1 - —) é igual a:

vm vm

a) m2 b) m+1 c)m+2 d)m+% e) m+3
4. Fatore as expressoes abaixo:

a) —9a*+6a b) 10b*+10b

c) 25x*-25 d) x*-5x+6

e) 24x>-13x f) x6-1

g) 8a®—-8a’+2a h) x*—2x%+x?

i) x>—y?+4y—4x ) x2-y*+2x+2y

k) ab-ac+b*-bc ) 2n-21-n%+nml

m) 9a°— n) 1-u?

5. (Puccamp) Considere as sentencgas a seguir:

I. 3x-2y)%2=9x%—-4y?
II. 5xy+15xm+3zy+9zm = (5x+32)(y+3m)
II. 81x%-49a® = 9x® - 7a*)(9x® + 7a%)
Dessas sentencas, SOMENTE:

a) I éverdadeira. b) II é verdadeira. c) III é verdadeira.
d) Iell sdao verdadeiras. e) II e III sdo verdadeiras.
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. L . _ 2a+2b
6. Qual é a forma mais simplificada da expressao s gy com a, b # 0?
a) ab b) 2ab ca+b d) 2a+2b
7. (UFPE) Se x e y sdo numeros reais distintos, entao:
a) (x +y)(x=y)=x+y
b) (x¥*-y?)/(x—y)=x+y
(x +y?) 1 (x-y) =
d) (¢ -y*)/(x-y)=x-y
e) Nenhuma das alternativas anteriores é verdadeira.
8. Considere o conjunto K de todos os valores de x e y que ndo anulam os denomi-
nadores de
1 1
Cx24+xy y24xy’
No conjunto K, a tnica expressao equivalente a T é:
1 x+y xX—-y 2
a) xy b) Xy 0wy x+y d) Xty €) (x+y)?
2
9. (UFMG - 2006) Sejam x e y nimeros reais nao nulos tais que y—xz + y; = —2. Entao,
é CORRETO afirmar que:
a) xz—y:O b)x+y2:0 c)x2+y:0 d)x—y2:
10. Apés a simplificagdo d a0 25 73X+ £lex#-1 obté
. Ap6s a simplificacdo da expressio ——————, com x # 1 e x # —3, obtém-se:
P pricag P 3x2-2x-1 3
3 +1 2 +1
) x ) 3x+1 ) x ) 2x+1 ) 2x-1
x> —-5x+6 X3 +2x2 B
11. (PUC-MG)Se A= ————,x#+2e B= ————, x # 3, entdo o produto AB
. x? -4 x> —6x+9
éigual a:
2 2 3 1 ?(x=3)
Q) 15 b) () ©) 33 d) = ©) 3
24y+6xy—15x-60
12. A forma simplificada da expressao 14 Y é
10x-40—-4xy+ 16y
a) —3EHL, y#5/2, x#4 b) L,y #5/2, x#4
0) Bty 5.2, x# -2 d) 38 y#-5/2, x#-2
e) =3/2, y#-5/2, x# -4
13. No conjunto de todos os valores de a e b que ndo anulam os denominadores de

R, qual é a tiinica expressao equivalente a R?

R 4a® 18ab? 3b
B —6ab 4a3-9ab? 2a+3b
a) 1 b) 2 ¢) 4a? d) —ab’ €) —24

4a?-9b? 4a2-9b%
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

. . . . . ab  b*-bc
(UFMG - 2005) Sejam a, b e c nameros reais e positivos tais que hic = P
Entdo, ¢ CORRETO afirmar que:
a) a?=b*+c2 b)b=a+c c) b? = a? + c¢? da=b+c

(UFMG - modificada) Considere P(x) = (x—1)(x% + x8 + x” + x5+ x° + x*). Usando
diferenca de quadrados € possivel mostrar que P(x) é igual a:

a) X*P-2x2+1) b xX*EE-DEE+1D o x*F-2x*+1) d) x*3P-1)2

(FATEC) S i i ao tai X204 ta 8
e 0s numeros reais x e y sao tais que y = ,entdo y é
) Y e 31 3xr1 Y
igual a:
xX+2 x+1 X 2x+1
a) 2/7 b) 55 ) 3 d) 57 €) 30+
P 'S . . 50 tai x*—16x2 o v &
uccamp) Se os nimeros reais x e y sao tais que y = —————, entdo y é
] P Y e = 2 ox 124 Y
equivalente a:
22 (x+2) x—1 (x4 x+4 2% (x-4)
Q) = b) 1 )5 4 6 &) s

(Fatec) Sejam os numeros reais A e B tais que A= (x/y)(y/x) e B=(x/y)+1. A
expressao A/(B—1) éigual a:

Y y-1 y+x
a1 by ©) % d) = e) —
) < 2 1 )
(UFMG) A soma das raizes da equacdo —— + —— =2 é:
x—1 x-2
a) -3 b)1/3 3 d)9/2 e9
1 1

(UFMG) Resolvendo-se a equacao =0com x #2 e x # 3, pode-

x2—5x+6 x-2
se afirmar que:
a) O produto de suas raizes é 6. b) O produto de suas raizes é 12.
¢) O produto de suas raizes é 24. d) Sua tinica raiz é impar.

e) Suaunica raiz € par.
. ~ 3 5 1 1
(Cesgranrio) Se m e n sdo raizes de x“ —6x+ 10 =0, entdo — + — vale:
m n

a) 6 b) 2 o)1 d 3 e)

1
5 6

2 1
FUVEST) Dada a equacao ——— + ——
( : a0 e 1 " %+t

a V=¢ b) V=1{0;+1} o) V={+1} d) V=1{0;-1} e) V={0}

= —1, entao:

(FCC-SP) Se (x ™1 +y™1) ™' =2, entdo y é igual a:

X X 2Xx x—2
a) 195y b) -5z ) 323 d) 35 e) Tix
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X
24. Qual é o resultado da divisao de 12 por T sendox#1lex#0?
x p— —

12

+ —_ —_
25. Simplifique ao maximo a expressao (x y_2 y) . (x y).
xX—-y x+y Xy
26. A expressao (2a+ b2 —-(a-b)?é igual a:

a) 3a’+2b% b)3ala+2b) c)4a’+4ab+b* d)2abRa+b) e)5a>+2b*—ab

27. Considere o conjunto U =R — {0, 1}, em que estd definida a expressao

[-4e-3)

12+1
n n?

M=

No conjunto U, a Ginica expressao equivalente a M é:

n 1
1 b) n* +1 d
2 )n crn )n—i-l © (n+1)2
_ 42
28. (ESpCEx - modificada) Sendo X = x+ =X e Y=1- V=X com xy # —1,
1+xy 1+xy
X
entdo — é:
Y
a1 b)1+xy oy dx-y
x? - )
29. Afracao pode ser escrita como:
2x+4
) 5 b) &3 0) 5* d) 35

30. Sendo dados os polinémios f = x?, g = x*+x%, h = x> +x*+x% e k = 3x6—6x*+2x2,
obter os nimeros reais a, b, c de modo que se tenha k=af + bg + ch.

—x%+4x-1 x-2

31. Asoma 5 + éigual a:
x=-1 x+1
1 —x?+5x-3
a) x—1 b) = ) = d) x+1
b b?
32. Qual é a forma simplificada de (E - —) : (a— —)?
b a a
ax®—ay?

33. Simplificando a expressdo vamos obter:

x2=2xy+y%

+ +
a) oy b) % c) “;xfyy) d) ax+y)
. o L2
34. (UnB) Sendo a e b dois nimeros reais diferentes de zero, a expressao —+ P é
a- a
igual a:
b+2a 3 b+2a 1
D) Aarb) b) 225 ) "2 D 25
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3a—4 1
35. (UnB) A expressao aza_ T - Pt com a # 4, é igual a:
1 2 1 2
Q) 73 b) 2 ) @ d 23
36, Simolificand _ a*+a a*-a b*-1 .
. Simplificando a expressao . . , teremos:
P P P+b 2-b a-1
2 2
a) & b) & c) & d 2
2-D+(a+1
37. Simplificando a expressdo (a )+ (a ), obtemos:
(@*~1)—(a-1)
1 -1
a) a b) 4% ) 4 d) a
38. Simplificando a expressdo ar—ay , obtemos:
x(x=y)-ylx-y)
a) a b) 5 05 d) 2%

39. (ITA) Sobre o nimero x = V7 —4v/3 + /3 é correto afirmar que:
a) x€l0,2[ b)xeQ c)v2xéirracional. d) x% éirracional. e) x€12, 3[

2y 2y? 4 8

40. (EEAR) Efetue: - : .
y=2 y-—=4 y+2) y+2

41. (CEFET) Sabendoque x+y=1¢e xy= —%, qual é o resultado da adicao 5 + %?

X+l x-l1
42. (EsPCEx) Simplifique a expressao: il " il :
x+1 7 x-1

43. (Colégio Naval) Simplificar o méximo possivel:

(8+x)3 (x2 —4) -

(x2+4x+4)(x*?-2x+4)(4-2x)

(a*+b? - c2)2 —(a®-b*+ 02)2

44. (CEFET) Simplificando a fracao obtém-se:
( ) P ¢ 4ab? + 4abc
a) a(bb—c) b) a(bb+c) C) a(cb—b) d) d(ba+c) e) b(ba—c)

$312 4 x— xl2

X+2y/x+1

1
45. (UFMG) Simplificando a expressao definida para todoreal x = 0,

obtém-se:

a) Vx-1 b) vx c) 1-vx d 1+vx e) V1i+x






CAPITULO

Matrizes

7.1 Primeiro contato

Imagine que um nutricionista fez a avaliacdo de trés atletas, denotados aqui por A;, Ay
e As, e anotou, para cada um deles: idade, indice de massa corporea (IMC), altura e peso.
Esses valores podem ser dispostos em uma tabela, conforme se vé na Tabela 5.

Tabela 5 — Exemplo que representa o conjunto de dados relativos aos atletas, obtidos por um
nutricionista, e dispostos em uma tabela.

Idade (anos) IMC (kg/cm?) Altura (cm) Peso (kg)
Ay 18 24,56 155 59
Ay 31 29,04 178 92
As 45 25,71 165 70

Esses dados numéricos, dispostos em linhas e colunas, sdo um exemplo de matriz.
Se apenas os dados numéricos forem apresentados, uma representacdo dessa matriz,
que aqui denominaremos por M, é:

Coluna 1

Coluna 2

Coluna 3
Coluna 4

v
18 24,56 155 59 |<— Linhal

M= 131 29,04 178 92 |<— Linha 2
45 25,71 165 70 |<— Linha 3

A utilizacdo de matrizes é importante em vdrias dreas do conhecimento humano,
como: na propria Matemadtica, Computacao, Engenharias, Meteorologia, Oceanografia
e muitas outras. Vejamos uma definicao mais formal de matriz.
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Definicao 7.1 (Matriz) Sejam m=1en =1 com m,n € N. Una matriz de ordem m x
n (le-se: m por n) real, ou complexa, é uma distribui¢cdo de m - n numeros reais, ou
complexos, em m linhas e n colunas, formando uma tabela que geralmente é apresentada
de uma das seguintes formas:

any a2 - dip a a2 -+ dip ay a2 - dip

az azp -+ d2p az) azp -+ d2p az azp -+ d2p
A= . . . . , A= . . . . OuA=

aAml AaAm2 *°° Amn aAml AaAm2 *°° Amn aml AaAm2 *°° Amn

Observacdo 7.1 Nesse texto utilizaremos letras maitisculas do nosso alfabeto para deno-
tar matrizes, e quando quisermos deixar claro qual a ordem de uma matriz, indicaremos
m x n como subscrito da letra que a representa. Por exemplo, Az«3 denota uma matriz
A, cuja ordem é2 x 3, isto é, que possui 2 linhas e 3 colunas. Jd a matriz M, extraida dos
dados da Tabela 5, é de ordem 3 x 4, entdo, pode-se denotd-la por M3y,.

Exemplo 7.1 Vejamos alguns exemplos de matrizes e suas respectivas ordens:

V7

_ 1 0 /4 .
(@ A= 1 4 g |possul ordem 2 x 5.

0
-3 0

(b) B=[8 12 —5 37 ] possuiordem 1 x 4.

8
(c) C=| 2/3 | possuiordem 3 x 1.
| 0,3
(d D= \(/)§ Su;gﬂ) possui ordem 2 x 2.

Observacdo 7.2 Uma matriz M de ordem m x n também pode ser representada por
M = (di j ) mxn»

sendol <i<mel < j< n. Essa representacdo indica, além da ordem da matriz, a
localizagdo de cada um dos seus elementos, a; j, no sentido em que esse elemento é aquele
que estd na linha i e na coluna j.

Exemplo 7.2 Considere as matrizes

1 -1
B=| -1 2
0 V2
Elas podem ser representadas, respectivamente, por B = (b;j)3xa e C = (cij)2x3, onde,

por exemplo, b3 indica o elemento da matriz B que estd na primeira linha e na terceira
coluna, isto é, by3 = i. Em C temos que c12 = —1, ¢ =2i, 21 =3.

S = o~

0
9 eC:[O—l 5]
4

3 2i -8

Também € possivel construir uma matriz A = (a;j) x5, a partir do posicionamento
dos seus elementos, isto €, com os valores de i e j.
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Exemplo 7.3 Obtenha a matriz Azx3 sabendo que a;j = —2i + j2.

Resolucdo: Como a matriz tem ordem 2 x 3 segue que ela tem que possuir2-3 =6
elementos, 1 <i<2equel < j<3. Vejamos como obté-los:

ap=-2-1+1?2=-2+1=-1 ajp=-2-1+22=-2+4=2
aj3=-2-1+3*=-2+9=7 ap)=-2-2+12=-4+1=-3
Ay =—2-2+22=-4+4=0 ay3=—2-2+3>=-4+9=5,

Portanto, a matriz A é dada porA = [ :;’ g ; ] .

Igualdade entre matrizes

Defini¢do 7.2 Considere duas matrizes de mesma ordem, A= (a;j), . eB=(b;j), ..
Dizemos que A = B se e somente se, a;j = b;j para quaisquer valores possiveis dei e j.

Portanto, duas matrizes sdo ditas iguais quando possuem a mesma ordem e seus
elementos correspondentes (elementos de mesmo indice) sdo iguais.

Exemplo 7.4

a) Considere as trés matrizes abaixo, todas de ordem 2:

S REEH

A= _3 o

-3 0 -3 0

Entdo A = B jad que seus elementos correspondentes sdo iguais, ou seja:

ann=bi1=-1, aip=b12=2, a1 =by1 =-3 e axy =by =0.

Também vale que A # C, pois =1 = a;; #1 =c;.

b) Considere as matrizes abaixo:

-1 4 2t2] B_[—l 4 18

A= _3 ¢ 9 -3 0 9

Sabendo que t € R, quais sdo as condigoes para t que garantam que A = B?

Resolucdo: Para resolver esse problema, basta observar que a tinica condigdo que
falta para garantir a igualdade é que 2t> seja igual a 18. Logo:

212=18=>12=9=>t=+V9= = +3.

Sendo assim, A= B apenas quando t =3 ou t = —3.

7.2 Tipos de matrizes

Nessa sec¢do, estudaremos alguns dos principais tipos de matrizes. Esse estudo é im-
portante devido ao fato de essas matrizes serem muito comuns em algumas aplicacoes
praticas, serem uteis em demonstracoes e também por possuirem caracteristicas in-
teressantes relativas aos niimeros de linhas e colunas e também dos seus elementos.
Essas matrizes recebem nomes especificos para facilitar sua identificacdo ou utilizacao.
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Matriz linha

E qualquer matriz de ordem 1 x 7, isto é, que possua apenas uma linha. Sua representa-
¢do pode ser da forma A = [ ay a2 aiz -+ Qip ]

Exemplo7.5 T=[1 -2 3 0 1/2] e W=[nm -1 3].

Matriz coluna

E qualquer matriz que possua apenas uma coluna, ou seja, que tiver ordem m x 1, e
cuja representacdo é da forma:

an
az1
A=
ami
-3
E lo7.6 A= 0 B= L
xemplo 7. = . e =1 32 |-
V2
Matriz nula
00 0
E toda matriz A,,x, composta apenas por zeros. Entdo, siodaforma: A= | : : -..
00 0
00
Exemplo 7.7 A= 000 g_loo]| e c=[0].
0 0O 0 0

Observacdo 7.3 E comum considerar a notacdo 0 para representar a matriz nula de
ordem m x n. Quando nao gerar ambiguidade, também pode-se utilizar o simbolo 0.

Quadrada

Denomina-se por matriz quadrada de ordem n qualquer matriz do tipo n x n, ou seja,
sao as matrizes que possuem o nimero de linhas igual ao nimero de colunas. Entao,
pode-se representa-las genericamente, da forma:

qi1 q12 - qin

qo1 q22 -+ (2n
Q= : : . :

dni1 4n2 " 4nn

3 -1 0
Exemplo7.8 A= | tan(nx) 9 v-1 |, B=
4 3 2

cos(2m) V11 3
53 9 | ©C=l8]
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Observacao 7.4 Atente para o fato de que se uma matriz é quadrada, basta informar
que ela é de ordem n, ndo sendo necessdrio expressar que é do tipo n x n. Para ilustrar,
para a matriz A do Exemplo 7.8 basta dizer que sua ordem é 3.

Uma matriz quadrada possui dois conjuntos de elementos que sao muito importan-
tes. As diagonais principal e secunddria. Vejamos as defini¢oes desses dois conjuntos:

Definicao 7.3 Adiagonal principal de uma matriz quadrada A, de ordem n, é o conjunto
formado pelos elementos que tem os dois indices iguais, ou seja:

{aij | l:]} = {all’ azz, 4sz, ..., ann}-

Jd a diagonal secunddria é o conjunto formado pelos elementos que tem soma dos indices
igualan+1, isto é:

{aijli+j=n+1}={an, a2,m-1), 3,0-1) - Am1}-

Exemplo 7.9

(=

)
A= 1 4 |, B=
@ 3

L’// / My
Diagonal secunddria Diagonal principal — Diagonal secunddria Diagonal principal

T 1
1 © e @
2 O
.f_-j;l

Diagonal

E toda matriz quadrada em que os elementos que ndo pertencem a diagonal principal
sao iguais a zero.

30 0 8 —(1) 8 8 00
Exemplo7.10 A=| 0 -3 0 , B= e C:[ ]
. 0 0 0O 00
0 0 sin(m/2) 0 00 1

Identidade

A matriz identidade de ordem n, denotada por I, é qualquer matriz diagonal em que
os elementos da diagonal principal sdo iguais a 1.

Exemplo 7.11 I3 =

oS O =
o = O
- o O

0
1

1
;12:[0

Triangular superior

E qualquer matriz quadrada em que a; j =0V i> j,ouseja, onde todos os elementos
abaixo da diagonal principal sao nulos.

Exemplo 7.12

)

b
d
0

S O Q
SO -
|
oSN O
o ©

O = W
(¢”]
[\

c
e
f
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Triangular inferior

E qualquer matriz quadrada em que a; j =0V i< j,ouseja, onde todos os elementos
acima da diagonal principal sdao nulos.

a 0 O -1 0 0
Exemplo7.13 [ b ¢ 0 | e 7 00
d e f 0 25

Simétrica
Uma matriz quadrada A é chamada de simétrica quando a;; = a;;. Em outras palavras,

uma matriz serd simétrica quando os elementos dispostos simetricamente em relacao
a diagonal principal forem iguais.

10 3 Z
, 024ec
3 4 5 o

7.3 Operacoes basicas com matrizes

Exemplo 7.14

o T xR
SRSV

b c
y f
; :

R Ho
.~ 00

No trato com as matrizes, surgem naturalmente operagdes importantes e que sao fun-
damentais tanto na prépria matematica quando nas aplicagdes préticas. As principais
desses operacoes serdo tratadas aqui.

Adicao

Defini¢do 7.4 Sejam as matrizes A= (a;;), . eB=b;j) Entdo,

mxn mxn’

A+ B=Cy,,xp, tal quec,-j:a,-j+bijv i,].

Em outras palavras, a soma das matrizes A e B, ambas de ordem m x n, é a matriz
C, também de ordem m x n, em que cada elemento é a soma dos elementos correspon-
dentes em A e B.

Exemplo 7.15

1+(-2) 3+0 -2+sin(m)
0+1 1+2 3 +cos(m)

1 3 -2 -2 0 sin(m)
01 3 1 2 cos(m)

[-1 3 -2
11 3 2 |
Multiplicacao por um escalar

Definicdo 7.5 Seja a matriz A = (a;j),. ., e um escalar (niimero) a € C. Define-se o
produto de a por A da seguinte forma:

aA=B= (bij)mxn’ onde b,‘j = aa,-j v i,j.

A matriz B = a A é geralmente chamada de multiplo escalar de A.

Exemplo 7.16

-1 2 ]_[-3¢-Dn -32 ]_[3 -6
a) _3'[ 0 —1/3]‘[ -3-0 —3-(—1/3)]_[0 1 ]
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21
—4i
1

Propriedades 7.1 Para quaisquer matrizes A, B e C de ordem m x n, a adicdo entre elas
goza das seguintes propriedades:

1. (A+B)+C= A+ (B+C) (Associatividade)
2. A+ B =B+ A (Comutatividade)

3. Existe, e é tinica, a matriz 0, tal que A+ 0=0+ A= A. (Existéncia do elemento
neutro)

4. Existe, e é Unica, a matriz —A;x, = —1- A tal que A+ (-A) = 0. (Existéncia da

oposta)

. 3 - ) . -3 6 .

Exemplo 7.17 A oposta da matriz A = [ o 1 |€éamatriz—A= [ 0o —1 | Pois
A+(-A)=0.
Diferenca

A diferenca é um caso particular da adicdo de matrizes, conforme pode-se observar na
Definicdo 7.6.

Definicao 7.6 Sejam duas matrizes de ordem m x n, A e B. Define-se a diferenca A— B
como sendo a soma de A com o simétrico de B, ou seja, A— B = A+ (—B).

2 -1 3 1
Exemplo 7.18 Sejam as matrizesA=| 0 1 eB=|1 -1 |.Entdo:
3 1/2 2 -1/2
2 -1 -3 -1 -1 -2
A-B=|0 1 [(+] -1 1 |=|-1 2
3 1/2 -2 1/2 1 1
S —

-B

Transposicao

Definicao 7.7 Dada uma matriz A = (aij)mxn, chama-se de matriz transposta de A a
matriz A" = (bij)nxm cujas linhas sdo as colunas de A, ou seja, b;j = aj;.

Exemplo 7.19

a b
1. SejaA=| ¢ d | = A= Z cci ]ee].ObservequeAtemordemeZeque
e f

A tem ordem 2 x 3.

1 =n
2. SeR= 1 -20 — Rl=| -2 3
T 3 7 0 7

Observacdo 7.5 Em particular, observe que uma matriz quadrada A serd simétrica
quando A= A".
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Multiplicacao

Definicao 7.8 Sejam duas matrizes, onde, obrigatoriamente, o niimero de colunas da
primeira é igual ao niimero de linhas da segunda, A= (a;j), ., eB=(b;j),, . Define-se
o produto AB como segue

AB =Cyxpn = (Cij)

onde cada elemento c; de C é obtido da forma

mxn’

Cij = Z aikbkj = ailblj + aizbgj + 6ll'3b3j +-e+ aitbtj- (7.1)
k=1

Vale lembrar que a notacao de somatorio, Z,’fc:l significa a soma de todos os termos
cujo indice variade k =1 até t.

Exemplo 7.20 Considere as matrizes

-3 -1
A= -1 1 e B:[? _21 _01]
-2 1/2

Observe que o produto AB estd bem definido, ja que o niimero de colunas de A é igual ao
numero de linhas de B. Além disso, a matriz C = AB herdard o ntimero de linhas de A e
o de colunas de B, o que implica, nesse caso, que C serd uma matriz de ordem 3. Sendo
assim, de maneira genérica temos que

-3 -1 Ci12 (13 —16 -5 1
AB = -1 1 . [ ? _21 _01 ] = Coo2 (23 -3 -1
-2 1/2 C31 C32 (33 —19/2 -9/2 -9/2

Os valores obtidos para cada um dos elementos c;j de C = AB foram obtidos ao se utilizar
a Equacgdo (7.1). Para obter cy,, por exemplo, observe quei =1 e j =1 estdo fixos, assim
como o valor de t, que para a matriz B é2, o que implica em:

c11 = a; b +apbyy =-3-5+(-1):1=-15-1=-16

c12 = apbip+apbyp=-3-2+(-1)-(-1)=-6+1=-5
C13 = d11b13+d12b23 =-3-0+(-1):-(-1)=0+1=1

Co1 = a1 b1+ arpbyy =—-1-5+1-1=-5+1=-4

Coo = ap1b12+ asobrpp =—-1-2+1-(-1)=-2-1=-3

Co3 = 6l21b13+6122b23 =-1-0+1-(-1)=0-1=-1

C31 = 6l31b11+d32b21 =-2-54+1/2-1=-10+1/2=-19/2
Cc3p = ag1bip+aspbypy=-2-2+1/2-(-1)=-4-1/2=-9/2
c33 = ag1bis+aspby3=-2-0+1/2-(-1)=0-1/2=-1/2

Observacao 7.6 Afente para o fato de que, se a multiplicagdo entre duas matrizes for bem
definida (ntimero de colunas da primeira for igual ao niimero de linhas da segunda), para
Jacilitar a aplicacdo da definicdo de produto de matrizes, cada elemento da matriz
resultado pode ser considerado como o produto da linha pela coluna correspondente.
Isso pode ser ilustrado pelo Exemplo 7.20, onde o elemento cy, é o produto da primeira
linha de A pela primeira coluna de B, o elemento c1, é o produto da primeira linha de
A pela segunda coluna de B, e assim sucessivamente. Nesse caso, define-se o produto
de uma linha por uma coluna, como sendo a soma dos produtos entre os elementos
correspondentes.



7.4. Exercicios 111

Exemplo 7.21 Considere duas matrizes genéricas Ayxs e Bsx3. E possivel efetuar AB? E
B A? Justifique suas respostas.

Resolucao: Pela definicdo de multiplicacao de matrizes, temos que é condicao neces-
saria e suficiente para que o produto AB seja bem definido, que o nimero de colunas
da primeira matriz, nesse caso A, seja igual ao nimero de linhas da segunda, nesse
caso B. Entdo, como isso acontece, é claro que € possivel se efetuar AB. Ja a segunda
multiplicacao, BA, requer que o numero de colunas de B, 3, seja igual ao nimero de
linhas de A, 4. Observem que isso ndo acontece, o que significa que nao é possivel
efetuar essa multiplicacgao.

Definicao 7.9 Seja A uma matriz quadrada de ordem n, e considere m € N. Define-se
A’=0,Al=A e A"=A-A-A-...- A quando m > 1.
—_—

m vezes

Propriedades 7.2 Sejam A, B e C matrizes de ordens adequadas. Entdo, valem as se-
guintes propriedades:

1. Em geral, AB # BA. Quando ocorrer que AB = BA, dizemos que A e B comutam.
. A(BC) = (AB)C (Associatividade)
. (A+B)C = AC+ BC (Distributividade a direita)
. C(A+B)=CA+ CB (Distributividade a esquerda)

. (@a+PA=aA+PA Ya, peC
. a(A+B)=aA+aB, YaeC

2

3

4

5. (edA)B=A(aB)=a(AB), YaecC

6

7

8. I,-A=A-I, = A (Existéncia do elemento neutro da multiplicacao, I,)
9

. A0=0-A=0

7.4 EXxercicios

1. Utilizando as matrizes abaixo, quando for possivel efetue o que se pede, e quando
nao for, justifique.

-1 0 4 3 1 2 0

A=| -3 2|,B=|-4 0]|,c=| -4 0 1

5 -1 0 2 0 3 -2

213 1 2 3/2 1 10

D:[ 1 1/2 0]’E:[ 1 1/2 'F:[o 2]

a) A2+ B2 b) =3-(A+ B) ) (EH? + (FhH?
d) DE+F e) D'E+ B f) DA+F
g) (DA+F)! h) CB+2A i) BIC+2B

2. Demonstre ou dé um contra-exemplo: Seja A uma matriz quadrada. Entdo, A é
nula, se e somente se, é diagonal.
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15 1 53
3. Verifique se A= B considerandoque A=| -2 -1 | eB=
5 9 0 -1 1
4. Efetue o seguinte produto:
4
/2 |-[-1 0 1/2 2]
3
5. (UPA) Na matriz A = (a;)5x4, onde a;j = 4i — j2, o valor de 2as; é:
a) 16 b) 24 c) 32 d) 48 e) 64
6. (UFLA - Modificada) Seja A = (a;;) uma matriz de ordem 3 em que cada elemento
é dado por a;; = { i+ J 2: ; i ; . Encontre os elementos da matriz A.
7. Construa as matrizes:
2i+] sei#]j
a) A:(aij)SXstalqueaij:{ 0 sei=j -
2i+3j sei=j
b) B=(b;j),,, talque b;; = 0 sei>j .
1 sei<j
B B 20%J sei#j
¢) C=(cij),,, talque c;; —{ 2241 seic]
. . . -1 0 -1 0 01
8. Determine a matriz X a partirde A = [ 5 3 }, B= [ 0 1|¢ C= [ 2 0 ]
a) X=2A-3B-C b)2X-A+3B=0
9. Considerando as matrizes A e B do exercicio anterior, determine a matriz X tal
que X = (A-B')".
. . 5 2 1 4 .
10. Sejam as matrizes Z = 7 5| € W= a bl Determine a e b para que se
tenha ZW =W ~Z.
2 1 -1
11. Sabe-sequeamatrizX=| a> 0 1-b | ésimétrica. Quais devem ser os
a b-3 1
valores de a e b?
0 w'+l x
12. Determine x, y, ze wdemodoque B=| y—1 z 0 | seja diagonal.
0 z=3 'y
13. (FGV) Seja a matriz A = [ (1) i ] . A soma dos elementos da matriz A% e:

a) 102 b) 118 c) 150 d) 175 e) 300
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.

Na Propriedade 7.2 foi comentado que as propriedades eram validas desde que
qualquer multiplicacdo entre as matrizes A, B e C esteja bem definida. Analise as
ordens necessdrias para cada uma das propriedades, considerando A, xp, Brx: €
Cux v

Ja foi observado no Exemplo 7.21 que é possivel o produto AB estar definido e BA
nao estar. Contudo, também € possivel que AB e BA estejam definidos, e, mesmo
assim, seus resultados serem distintos. Dé exemplos de duas matrizes, A e B, em
que AB e BA estejam definidos e que AB # BA.

Se x,y € R sabemos que xy = 0 = x = 0 ou y = 0. Mostre que esse mesmo
resultado ndo é valido para matrizes, ou seja, AB =0+ A =0 ou B =0, usando as
seguintes matrizes.

01
00

0 2

A= 0 0

e B-|

Uma das propriedades da multiplicacdo de ntimeros reais é a lei do cancelamento,
que afirma que se x,y,z€e Rcom z # 0, xz = yz= x = y. Usando as matrizes A e

B do exercicio anterior, e a matriz C = 8 g , mostre que AC=BC =+ A=B.

Obtenha os valores possiveis para w, x, y e z na equacao seguinte matricial:

w x
y =z

10 14]

31
-2 2 -10 18

Sejam as matrizes X = @ -2 4 ]eY=[2 5 -3 |.Encontre o valor de a
que garanta que Y X’ =0.

Quais sdo os tipos de matrizes diagonais, K, de ordem 2, que satisfazem K 2=2K?

Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Use as partes 3 e 4 das Propriedades
7.2 para mostrar que:

a) (A+B)(A-B)=A?-B? desde que AB = BA.
b) (A+B)%2# A2+2AB+ B2. Quando ocorre a igualdade?

1 a b
Se X = 9 2 -5 | éuma matriz simétrica, entdao a+ b+ c =22
-2 ¢ 3
. . 2 3 .
Seja a matriz de ordem 2, A = 1 4| Pode-se afirmar que a matriz M =
a -3 |,
1 -b éopostade Asea=-2eb=4?

Dé exemplos de matrizes, A e B, ambas de ordem 2, em que (A+B)(A—-B) # A2—B?
e (A+B)* # A>+2AB+ B?.

(UFMG) Milho, soja e feijao foram plantados nas regides P e Q, com ajuda dos
fertilizantes X, Ye Z.

A matriz A indica a drea plantada de cada cultura, em hectares, por regido e a
matriz B indica a massa usada de cada fertilizante, em kg, por hectare, em cada
cultura:
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Q CP
) F o
*\'\3“\ 5&5‘ i@\’ X Y Z
. 10 20 15 |— milho
¥ M — _P
A= Zg 'l‘g 53 —0 B=1]15 20 20 |— soja
- 30 20 30 |— feijao
a) CALCULE a matriz C = AB.
b) EXPLIQUE o significado de C,3, o elemento da segunda linha e terceira
coluna da matriz C.
26. (Mackenzie) Sejam as matrizes

A=(ajj)axs, com aij:if e B=(bij)3xs, cOm bij:jl.

Se C = AB, entio ¢y, vale:

a) 3 b) 39 c) 84 d) 14 e) 258
. - . . w 2 0 .
27. A partir da equagdo matricial b } . [ 4 ] = [ 0 tem-se, necessariamente
que:
a z=wea=>» b)w=-2z e b=-2a c)z=w=0
d z=-2w e a=-2b ez=w=a=b=0

28.

29.

30.

(Mackenzie) Se A é uma matriz 3 x 4 e B uma matriz n x m, entao:

a) existe A+ B se, e somentese,n=4e m=23;

b) existe AB se, e somente se, n=4e m=3;

c) existem AB e BAse, esomentese, n=4em=3;

d) existem, iguais, A+ B e B + A se, e somente se, A= B;

e) existem, iguais, AB e BA se, e somente se, A= B.
(FGV) A organizagdo econdmica Merco é formada pelos paises 1, 2 e 3. O volume
anual de negécios realizados entre os trés parceiros é representado em uma matriz

A, com 3 linhas e 3 colunas, na qual o elemento da linha i e coluna j informa
quanto o pais i exportou para o pais j, em bilhoes de délares. Se

0 1,2 31
A=121 0 25
09 32 O

entdo o pais que mais exportou e o que mais importou no Merco foram, respecti-
vamente:

a) lel b)2e2 c)2e3 d3el e)3e?2

(UNESP) Considere trés lojas, L1, L, e Ls, e trés tipos de produtos, Py, P2 e P3. A
matriz a seguir descreve a quantidade de cada produto vendido por cada loja na
primeira semana de dezembro. Cada elemento a;; da matriz indica a quantidade
do produto P; vendido pelaloja Lj, onde i, j = 1,2,3.

30 19 20
15 10 8
12 16 11

Analisando a matriz, podemos afirmar que:
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31.

32.

a) a quantidade de produtos do tipo P, vendidos pela loja L, é 11.
b) a quantidade de produtos do tipo P; vendidos pela loja L3 é 30.

¢) asoma das quantidades de produtos do tipo P3; vendidos pelas trés lojas é
40.

d) a soma das quantidades de produtos do tipo P; vendidos pelas lojas L;,
i=1,2,3,€é52.

e) asoma das quantidades dos produtos dos tipos P; e P, vendidos pela loja
Ly é45.

(Faap-SP) Uma montadora produz trés modelos de veiculos, A, B e C. Neles
podem ser instalados dois tipos de air bags, D e E. A matriz [air bag modelo]
mostra a quantidade de unidades de air bags instaladas:

D
-SSR
O

\-._./n

Numa determinada semana foram produzidas as seguintes quantidades de veicu-
los, dadas pela matriz [modelo-quantidade]:

Qtde.
A /300
B|500 )
C\ x
N . . . | 1600
O produto da matriz [air bag modelo] pela matriz [modelo-quantidade] é ] .
P 3600
Quantos veiculos do modelo C foram montados na semana?
a) 300 b) 150 c) 100 d) 200 e 0

(UEL - PR) Uma das formas de se enviar uma mensagem secreta € por meio de
c6digos matematicos, seguindo os passos:
a) Tanto o destinatdrio quanto o remetente possuem uma matriz chave C;

b) O destinatério recebe do remetente uma matriz P, tal que MC = P, onde M
é a matriz mensagem a ser decodificada;

¢) Cada ntmero da matriz M corresponde a uma letra do alfabeto: 1 =a, 2 =
b, 3=c,...,23=23;

d) Consideremos o alfabeto com 23 letras, excluindo as letras, k, w e y.
e) O numero zero corresponde ao ponto de exclamacao.

f) A mensagem ¢€ lida, encontrando a matriz M, fazendo correspondéncia
numero/letra e ordenando as letras por linhas da matriz conforme segue:
mM11My2MmM131M21 M221M23 131 M321M33.

1 1 O 2 -10 1
Considere as matrizes: C=| 0 -1 0 e P=| 18 38 17
0 2 1 19 14 0

Com base nos conhecimentos e nas informacdes descritas, assinale a alternativa
que apresenta a mensagem que foi enviada por meio da matriz M.

a) Boasorte! b) Boaprova! c) Boatarde! d) Ajudeme! e) Socorro!
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33. (UFRGS - Modificada) A matriz C fornece, em reais, o custo das por¢des de arroz,

carne e salada usadas em um restaurante.

1] arroz
c=1| 3 | carne
2 | salada

A matriz P fornece o numero de porcoes de arroz, carne e salada usados na
composicao dos pratos tipo Py, P, e P3 desse restaurante:

2 1 1 prato P;
P= 1 2 1 prato P,
2 2 0 prato P;3

arroz carne salada

Qual é a matriz que fornece, em reais, o custo de producao dos pratos Py, Py, P3?

ay[7 9 8] by[4 4 4] o9 11 4]
d[2 6 8] e[2 2 4]
34. (UFRGS - Modificada) Se A = ( _} _i ), determine a matriz A2.



CAPITULO

Sistemas de Equacoes Lineares

8.1 Equacoes lineares

Definicao 8.1 (Equacao linear) Uma equacdo linear nas n varidveis reais, X1, X2, ..., Xp,
é toda equagdo da forma
a X1+ axxy+...+apx, =Db,

onde tanto os coeficientes, a,, ap, ..., an, € 0 termo independente, b, sdo ntimeros reais.

Exemplo 8.1 Asequacoesa, b, c ed sdo lineares e as equacoes e, f e g sdo ndo lineares:
a) 2x-3y=4 b) —4x2—8x2+9x3 =71 c)6x—2y+8z=0 d-x+y=1
e) 6xy+y>—z2=0 f) V3x—2cos(x)y =1 g)3Y +4xy=3

Definicao 8.2 Chama-se de solugdo de uma equacgao linear em n varidveis, qualquer
n-upla de ntimeros reais (a1, a2, ..., &) que ao terem suas coordenadas substituidas
ordenadamente na equacao, a satisfacam, ou seja, quando a, @, + a2 + ...+ ana, = b.

Exemplo 8.2 Considere as equagoes lineares I : 2x+3y—2z=1e Il: —7x-2y+2z=5.
A sequéncia (3, —3, —2) ésolugdo da equagdo 1, pois ao se substituir as varidveis x,y e z
por 3, —3 e—2, respectivamente, tem-se que

2:3+3-(-3)-2-(-2)=6-9+4=-3+4=1,

ou seja, a sequéncia satisfaz a equagdao. O mesmo ndao ocorre para a equagdo 11, ja que
ao se fazer a substituicdo se obtém

-7-3-2-(-3)+(-2)=-21+6-2=-17.

Observacdo 8.1 Nem toda equagdo linear possui solucdo. Um exemplo é a equagdo
0x+0y+0z+ 0w =9. Observe que independente dos valores que possam ser atribuidos
as varidveis x, y, z e w, o lado esquerdo dessa equacdo sempre serd nulo, enquanto o lado
direito serd sempre 9, gerando a igualdade 0 =9, que é obviamente falsa! Logo, nenhuma
equacao linear da forma 0x, +0x2 +...+0x, = k, com k # 0, terd solugdo, pois ndo existe
sequéncia (a1, az, ..., &) que a satisfaga.
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8.2 Sistemas de equacoes lineares

E comum, principalmente em problemas de aplicacdes da matemadtica em outras dreas
do conhecimento, onde se faz necessario o modelamento matematico de problemas
praticos, se ter obter varias equagdes lineares, onde se procuram solugdes que satisfa-
¢am a todas elas simultaneamente. Para esse conjunto de equag¢des da-se o nome de
sistema de equagoes lineares.

Definicao 8.3 Um Sistema de Equacoes Lineares de m equacoes e n incognitas é todo
conjunto S da forma

anxy+apx+...+aipnxy = bl

a1 X1+ axppXo+...+ dopXy = bg

S: as1 X1+ dasxXxXs+...+dsypXxy = bg
A1 X1+ apaXo+ ...+ QunXn = by

sendo queparal <i<mel < j<nuvalequea;j, b; eR.

Definicao 8.4 Diremos que uma n-upla de niimeros reais, a = (a1, a2, ..., a,), é uma
solugdo do sistema S, quando ela for solugdo de todas as m equagoes. Chamamos de
conjunto solugdo do sistema S, ao conjunto formado por todas as solugoes possiveis de
S.Sendo assim, resolver um sistema de equagoes lineares, significa obter o seu conjunto
de solugoes possiveis.

Exemplo 8.3 Considere o sistema

x -y - z = 2
S:4{ 3x - 3y + 2z = 16
2x - y + z =9

e a sequéncia a = (3, — 1, 2). Ao se substituir x por 3, y por -1 e z por 2, em todas as
equagoes, verifica-se que todas sdo satisfeitas. Logo, @ é uma solugdo desse sistema.

8.3 Sistemas lineares como equacoes matriciais

Usando as defini¢des de produto e igualdade entre matrizes é possivel escrever o sistema
S da Definicao 8.3 como a seguinte equacao matricial

AX =B,
onde
ay a2 - din X1 by
ax axp - A X2 b
A=| a1 as - asp |, x=| x| eBp=| b3
| Am1 Gm2 " Gmn | | Xn | | bm ]

As matrizes A, X e B sdo denominadas, respectivamente, por: matriz de coeficientes,
matriz das incégnitas e matriz dos termos independentes.
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Jé amatriz formada pela matriz de coeficientes juntamente com a matriz dos termos
independentes, é denominada matriz aumentada de S e é representada por

an  app - ain | b

ax azp -+ ax | b

[AIB]= | @1 as2 - azn | bs
| Am1 Am2 *° Amn b, ]

Exemplo 8.4 A representagdo matricial do sistema S do Exemplo 8.3 é

1 -1 -1 X 2
3 -3 21|-ly|=]16
2 -1 1 z 9
e sua matriz aumentada é
1 -1 -1| 2
3 -3 2116
2 -1 1] 9

A matriz aumentada é muito util na resolucao de sistemas pelo método de esca-
lonamento, também conhecido como método de Gauss-Jordan, e que estudaremos
mais adiante.

8.4 Classificacao

Demonstra-se que um sistema de equacoes lineares S, admite uma e apenas uma das
trés classificagdes: Possivel e determinado, Possivel e indeterminado e Impossivel.

* Possivel e determinado: é quando o sistema admite apenas uma solucao.
* Possivel e indeterminado: é quando o sistema admite infinitas solucgoes.

e Impossivel: € quando o sistema ndao admite solucao.

Nos dois casos onde o sistema pode ser classificado como possivel, também é
comum chamé-lo de compativel ou consistente. No caso onde ele é impossivel, também
é comum dizer que ele é incompativel ou inconsistente.

8.5 Métodos de resolucao de sistemas lineares

O objetivo dessa secdo é rever o método de resolucdo de sistemas lineares denominado
resolugdo por substituicdo e apresentar o método geral, denominado resolugdo por
escalonamento.

Resolugao por Substituicao

E um método simples, mas titil apenas para sistemas com poucas equacdes e varidveis.
Vejamos alguns exemplos da utilizacao desse método, de forma que se observe que as
trés classificacoes sejam obtidas.
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x+3y -7
2x—-y = 14 -

Exemplo 8.5 Resolva o sistema S : {

Resolucdo: Considere as equacoes A e B do sistema, conforme indicado

S, - x+3y = -7®
'Y 2x-y = 14@
Isolando a incognita x na equagdo ® temos que x = -7 -3y ©. Levando © em B),
vem que:
2:(-7-3y)-y=14=-14-6y-y=14= -7y=28= y=—4.

Agora, substituindo y por —4 na equagao © vem que:

x=-7-3(-4)—=>x=-7+12=—x=5.

Portanto, a solugdo do sistema S é o par ordenado (5, —4). Além disso, como essa é a
tinica solugao do sistema, ele é classificado como possivel e determinado.

Interpretacdao geométrica

Observe que as equacdes @) e B) do sistema S; sdo equacdes de retas. Sendo assim,
resolver esse sistema consiste em obter os pontos do plano (ou pares ordenados) que
estdo nas duas retas simultaneamente, ou seja, os pontos de intersecdo entre essas duas
retas. Para esse sistema, o ponto de intersecado é tinico e dado por (5, —4). Vejamos os
graficos dessas duas retas na Figura 3.

Figura 3 — Interpretacao geométrica da solugao do sistema S; que é possivel e determi-
nado, pela intersecdo das retas representadas por cada uma de suas equacoes.

xX+2y
x+
2 y

Exemplo 8.6 Resolva o sistema S, : {

N W W

Resolugdo: Isolando a varidvel x na primeira equagdo de S, tem-se que x =3 -2y (D).
Substituindo o resultado da equagdo (1) na segunda equagdo de S,, obtém-se:
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3-2y 3__3-2y+2y 3 _ 3_3

2 2 2 2 2 2

Ao fazermos a substitui¢do, observe que a incognita y foi eliminada, o que indica que
ela ndo possui restrigdo, ou seja, y pode ser qualquer ntimero real. Jd a equacdo (1) mostra
que o valor de x depende do valor de y, isto é, para cada valor de y € R considerado,
ter-se-d um valor respectivo para x.

Em situagoes desse tipo, é comum denominar a varidvel que ndo possui restri¢do
como varidvel livre. Nesse exemplo, y é a varidvel livre. Se fizermos y = a € R, temos que
a equagao (1) pode ser reescrita como x =3 —2a e que qualquer par ordenado da forma

(x, ) =B-2a, a), aeR

serd uma solucao do sistema S,.
Uma forma de representar o conjunto solugdo S do sistema S é

S={(x,»)1x=3-2a, y=aeacR}.

Logo, se considerarmos a =0, tem-se que x =3 — 2 -0 = 3. Entdo, uma solugdo parti-
cular de S, é o par ordenado (3, 0).

Considerando a = -1, vem que x =3 —2-(-1) =5, que implica em outra solugdo
particular de S,, que é o par (5, —1).

Portanto, como se tem infinitos valores possivies para «, ter-se-d infinitos valores para
x, implicando em um niimero infinito de solugbes possiveis para o sistema S». Entdo, ele
é classificado como possivel e indeterminado.

Interpretacao geométrica

Vejamos na Figura 4 a representacdo geométrica das duas equacgoes do sistema S,.
Observe que a intersecdo entre as retas € composta exatamente por ambas.

Figura 4 - Interpretagdo geométrica do sistema S,, que é possivel e indeterminado.

Sendo assim, como elas sdo coincidentes, todos os pontos sobre elas sdo solucdes
do sistema, e, é por isso, que o sistema S, tem infinitas solucgdes.
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Exemplo 8.7 Resolva o sistema S3 { _xx+_y y = :I) .
Resolucgdo: Ao se isolar a incégnita y na primeira equagao de Ss, vem que y =3—x (D).
Substituindo o resultado da equagdo (1) na segunda equacdo de Ss, obtém-se que

-x—-B3-x)=1—=-x-3+x=1=— -3=1 (Absurdo)).

Esse resultado absurdo de que —3 = 1 significa que independentemente dos valores
considerados para a incognita x, a igualdade nas equagoes nunca serd satisfeita, ou seja,
o sistema S3 ndo admite solugdo. Logo, ele é classificado como impossivel.

O método de substituicdo foi apresentado aqui na resolucdo de sistemas de 2 equa-
¢Oes e 2 incOgnitas pois ele € mais comumente utilizado para esse tipo de sistema.
Contudo, pode ser aplicado para outros tipos de sistemas, mas isso implicard em mais
trabalho, devido as muitas substituicdes que serdo necessarias.

Interpretacdo geométrica

xX+y=3

Figura 5 — Interpretacdo geométrica da solu¢ao de um sistema impossivel, onde se
observa que para essa situacgao, as retas serdo paralelas.

Sendo assim, para sistemas com duas equacoes e duas incognitas, temos trés interpre-
tacoes geométricas possiveis:

1. Retas concorrentes, quando o sistema for possivel e determinado.
2. Retas coincidentes, quando o sistema for possivel e indeterminado.

3. Retas paralelas, quando o sistema for impossivel.

Esse tipo de interpretacdo geométrica também pode ser feita para sistemas lineares
de trés equacoes e trés incognitas, pois suas equacoes representam planos no espaco
R3. Contudo, deixaremos para que vejam isso em cursos de geometria analitica.
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Operacoes elementares

As operacgoes elementares sobre as equacoes de um sistema, ou sobre as linhas da sua
matriz aumentada, sao trés possiveis opera¢oes, muito Uteis na resolugdo de sistemas
lineares. Sao elas:

1. Troca de posicdo entre as linhas i e j, cuja representacdo sera L; < Lj, indi-
cando que no lugar da linha i foi colocada a linha j e vice-versa.

Exemplo 8.8 Observe que o segundo sistema foi obtido pela troca de posigdo entre
as linhas 2 e 3 do primeiro sistema.

x — 3y = —4 x — 3y = -4
16x + 3y + nz = 3 Ly<—1L3 2x + 5y — 4z = -1
2x + by — 4z = -1 l16x + 3y + nz = 3

Para a matriz aumentada do primeiro sistema, tem-se que a segunda matriz foi
gerada a partir da troca de posicao entre as linhas 2 e 3 da primeira matriz.

1 -3 0|4 1 -3 0|4
16 3 x| 3| Ly—1L3 2 5 —-4|-1
2 5 —-4|-1 16 3 =#n| 3

2. Substituicao da linha i por um miiltiplo escalar ndao nulo dessa mesma linha,
cuja representacao sera L; — kL;, sendo k um escalar nao nulo.

Exemplo 8.9 O segundo sistema foi obtido a partir do primeiro, fazendo-se a troca
da linha 2, por ela mesma, multiplicada pelo escalar k = —2. Essa operagdo é
inicada por Ly — —2L,.

x — 3y = -4 x — 3y = —4
16x + 3y + nz = 3 la—-2L» { —32x - 6y - 271z = -6
2x + 5y - 4z = -1 2x + 5y — 4z = -1

Usando a matriz aumentada do primeiro sistema para realizar a mesma opera¢ao
elementar, tem-se que:

1 -3 0]-4 1 -3 0] -4
16 3 x| 3|Lo—-2Ly| -32 -6 27| -6
2 5 —4]-1 2 5 —4]-1

3. Substituicao da linha i por ela mesma adicionada a um multiplo escalar nao
nulo dalinha j, cuja representacédo serd L; — L; + kL, sendo k um escalar ndo
nulo.

Exemplo 8.10 O segundo sistema foi obtido a partir do primeiro, fazendo-se a
troca da linha 3, por ela mesma, adicionada a linha um previamente multiplicada
pork =-2,ouseja, L3 — L3 —2L,.

x — 3y = -4 x — 3y = -4
16x+3y+nz:3L Ia—9L 16x + 3y + nz = 3
2x + 5y — 4z = -1 B BT eH 11y — 4z = 7
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Usando a matriz aumentada do primeiro sistema para realizar a mesma operagdo
elementar, tem-se que:

1 -3 0]-4 1 -3 0]-4
6 3 7n| 3 6 3 x| 3
2 5 —4|-1|Ls—L-2L | o 11 —4| 7

Observacdo 8.2 Nos exemplos apresentados, percebe-se que tanto faz aplicar as opera-
¢oes elementares nas linhas de um sistema ou nas linhas de sua matriz aumentada, pois
a matriz obtida é exatamente a matriz aumentada do sistema gerado com as operagoes.

Sistemas equivalentes e resolucao

Definicao 8.5 Quando dois sistemas lineares possuem o mesmo conjunto solugdo, diz-se
que eles sdo equivalentes.

Teorema 8.1 Ao se aplicar as operagoes elementares em um sistema de equacgoes lineares,
o sistema resultante serd equivalente ao primeiro.

A demonstracao do Teorema 8.1 pode ser obtida em [26, p. 25].

O resultado garantido pelo Teorema 8.1 é de extrema importancia nas técnicas de
resolucao de sistemas lineares. Isso porque, a partir dele pode-se concluir que para
se resolver um determinado sistema linear, S, € suficiente que obtenhamos um novo
sistema equivalente a S;, digamos Sy, que possa ser resolvido facilmente, ja que o
conjunto solucdo de S, serd o mesmo que S;. Obviamente, para que se garanta que Sy é
equivalente a S;, é obrigatério que se use, apenas, as operacoes elementares.

Exemplo 8.11 Vamos resolver o sistema S; com base no Teorema 8.1, aplicando as ope-
racoes elementares em suas linhas (suas equacoes).

-2x + y - z= 3 -2x + y - z= 3
Si: 3x — 2y + 3z = -3  L[,— -3L3+1L» 4y = 12
X -2y + z=-5 Lyg— 20L3+L; -3y +z=-7
1 -2x + y - z= 3
Ly — —L, y = 3
4 — 3y + 2z = -7
-2x +y - z=3
¥y =3
L3 — 3L+ L3 z = 2

Sendo assim, pelo Teorema 8.1 segue que o sistema S; é equivalente ao sistema

-2x +y - z=3
Sy y 3
z =2

O sistema S, pode ser resolvido facilmente, ja que ap6s as operagoes elementares
serem aplicadas, obteve-se que y =3 e z = 2 e, com isso, ao substituirmos esses valores
na primeira equacao do sistema, vem que:

—2x+3-2=3=x=-1.
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Sendo assim, a = (-1, 3, 2) é a tinica solucdo de S, e, portanto, a tinica solucao do
sistema original, S;.
Observe, ainda, que a matriz aumentada do sistema S, é

—2 1 -1]3
M=| o1 o0|3],
00 1]2

e que se as operacgoes elementares tivessem sido aplicadas na matriz aumentada de Sy,
o resultado final seria a matriz M, a qual pode ser interpretada como o sistema S, que
consequentemente seria resolvido.

Observe que a matriz M tem o formato de escada para os elementos nao nulos.
Matrizes desse tipo sdo chamadas de escalonadas. Sdo dois, os métodos de resolucdo de
sistemas lineares que estudaremos aqui. Um deles é baseado na obtencao de matrizes
escalonadas e que é denominado método de Gauss, e o outro, na obtencao de matrizes
escalonadas reduzidas e denominado por método de Gauss-Jordan.

Métodos de resolucao: Gauss e Gauss-Jordan

Para ser possivel o entendimento dos métodos de resolucdo de Gauss e de Gauss-Jordan,
é necessdrio o entendimento do que vem a ser exatamente uma matriz escalonada e
uma matriz escalonada reduzida. Vejamos as defini¢cdes e exemplos:

Definicao 8.6 Dizemos que uma matriz estd na forma escalonada (ou escalonada por
linhas) quando as seguintes condigoes sao satisfeitas:

a) Todas as linhas nulas ficam abaixo das linhas nédo nulas.
b) O pivo (primeiro elemento néo nulo de uma linha ndo nula) sempre ocorre a direita
do pivo da linha anterior.
Definicao 8.7 Quando além das propriedades a) e b) da Defini¢do 8.6, também forem
vdlidas as condigoes c) e d), diremos que a matriz estd na forma escalonada reduzida:

¢) O pivo de cada linha é sempre igual a 1.

d) Se uma coluna possui um pivo, entdao todos os outros elementos dessa coluna sdo
nulos.

Exemplo 8.12 As matrizes A, B e C estdo na forma escalonada e as matrizes D, E e F estdo
na forma escalonada reduzida.

42 -1 0 _éggg_? 2 2 -1

A=[01 -3 1|, B= , C=|0 4 -3

00 12 = 0 0 027 00 1
0000 O

1000 (l)(l)gg_? 1 00

D=|010 1|, E= , F={0 10

001x 0 0117 001
0000 O

Observacao 8.3 A principal finalidade do pivé é que ele pode ser utilizado para zerar
todos os elementos abaixo dele na sua coluna. Essa utilidade poderd ser observada nos
exemplos que seguem.
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O método de Gauss

O método de resolucdo de sistemas lineares denominado Método de Gauss é baseado
na aplicacao de operacoes elementares na matriz aumentada do sistema até que ela
fique na forma escalonada, pois entao, o sistema associado serd de facil resolucao e
equivalente ao primeiro.

Foi essa a técnica utilizada na resolucao do Exemplo 8.11. Vejamos mais um exem-
plo:

-2x + y - 3z = -11
) 4x - 3y + 2z = 0 5
Exemplo 8.13 Resolva S: X+ y 4 oz = 6 pelo método de Gauss.
3x + ¥y + z = 4

Resolucao: A matriz aumentada do sistema S é

-2 1 -3|-11
4 -3 2 0
1 1 1 6
3 1 1 4

Sendo assim, aplicando operacoes elementares para deixd-la na forma escalonada
temos:

Li—Ls[ 1 1 1 6 |
4 -3 2 0| Lo— —4L+1Lp
-2 1 -3|-11| Ls— 2Li1+1Ls

S oo+
w
|
e
e

3 1 1 4 | Ls— -3L1+ Ly -2 -2|-14

[ 1 1 1 6 1 1 1 6

0 -7 -2|-24 0 -7 -2|-24

Ls—3L,+7L3l 0 0 —-13|-65 | Ls— (-1/13)Ls| 0 0 1 5
Ly—2L3+3Lsf 0 0 -8|-40 | Ly— (A/8)Ly | O 0 -1| -5

1 1 1 6 |
0 -7 -2|-24
0 0 1 5
Ly— L3+Lsf 0 0 0 0

Observe que a ultima matriz obtida pela aplicacdo das operacoes elementares
satisfaz as condi¢oes da Definicdo 8.6 e, portanto, ela estd na forma escalonada. Além
disso, a linha nula pode ser desconsiderada, pois representa a equacao 0x+0y +0z =0,
que é verdadeira v x, y, z € R. Sendo assim, o sistema associado a ela,

x + y + z = 6
S - 7y - 2z = =24,
z = 5

é equivalente a S, isto é, possuem o mesmo conjunto solugao.
Usando que z =5 e fazendo uma substituicdo de trds para frente, tem-se que

—7y—2:5=-24—y=2 eque x+2+5=6—=>x=-1.

Portanto, a tinica solucao do sistema S é dada por a = (-1, 2, 5).
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Exemplo 8.14 Utilizando o método de Gauss, resolva o sistema S e apresente a sua
classificacao.

X + y - z + w 1
S 3x - y + 22 + w = 2
-x - 2y + 3z + 2w = -1

Resolucgdo: A matriz aumentada do sistema S é

1 1 -1 1 1
3 -1 2 1| 2
-1 -2 3 2|-1

Vamos comecar utilizando o pivd da linha L; para zerar os dois elementos abaixo da
sua coluna:

1 1 -1 1] 1
Ly—-3Li+Lz2l 0 -4 5 -2|-1

Ls— Litlsj g -1 2 3| o
Agora, consideraremos o pivo da segunda linha, ou seja, o nimero -4, para zerar o
elemento que esta abaixo dele em sua coluna. Vejamos:

1 1 -1 1] 1
0 -4 5 -2|-1
Ly3——Lo+4L3 0 o0 3 14| 1

A matriz obtida j4 estd na forma escalonada e seu sistema associado é

x + y - z + w = 1 (O
S - 4y + 5z - 2w = -1 (B) .
3z + 14w = 1 (A

Além disso, a tinica coluna da matriz escalonada que nao apresenta um pivo é a
relativa a varidvel w, e por isso, ela pode ser considerada como varidvel livre, isto é,
pode assumir valores arbitrarios.

Tomando w = @ € Ra Eq. (A) pode ser reescrita como 3z =1 - 14a, o que leva

1-14a @.1)
z= .
3
Levando a Equacgao (8.1) na Equacao (B) vem que -4y +5- % —2a =-1, queleva
a
2-19«a
y= 3 (8.2)

Para finalizar a obtencdo das variaveis, basta levar as Equacoes (8.1) e (8.2) na
Equacao (C), obtendo que
2+2a
X =
3
Portanto, a solu¢do geral X do sistema S é dada por

)

3 3

X:{(x,y,z, w):(

Como para cada valor de a tem-se uma solugdo para o sistema S, segue que ele
possui infinitas solugdes. Logo, ele € classificado como possivel e indeterminado.

24+2a 2-19a 1-1l4a ) }
3 ,al; aeRy.
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Observacao 8.4 Em todo sistema cuja matriz escalonada apresentar alguma coluna
cuja varidvel envolvida ndo estiver com pivés, significard que essas varidveis podem
ser consideradas como varidveis livres. Vejamos mais um exemplo, jd considerando a
matriz na forma escalonada:

Exemplo 8.15 Considere a matriz escalonada de um sistema S nas varidveis x, y, z e w,
nessa ordem, e o sistema S' associado a essa matriz.

5 (A
-4 (B)

_ _ ;) —x=3y 2w
0 0 -2 6|-4], S.{ 2+ 6w

Observe que as colunas que ndo possuem pivo associado sdo as das varidveis y e w.
Logo, sdo essas que consideraremos como varidveis livres. Sejam, entdo, y=a e w =
coma,PeR.

Levando w = p na Eq. (B) tem-se que

z=2+3p.

Agora, levando y = a e w = 8 na Eq. (A), obtém-se que

x=-5-3a-2p.

Sendo assim, como S' é equivalente a S, tem-se que a solucdo geral do sistema S é o
conjunto X dado por

X={(x, 2, w)=(-5-3a-26, a, 2+30, f); a,feR}.

Além disso, pelo mesmo motivo do Exemplo 8.14, segue que S é um sistema possivel e
indeterminado.

O método de Gauss-jordan

O método de resolucao de Gauss-Jordan para sistemas lineares consiste na aplicacao
de operacoes elementares na matriz aumentada do sistema até que ele fique na forma
escalonada reduzida, permitindo que o sistema associado seja de resolucdo direta ou
quase direta. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 8.16 Utilizando o método de Gauss-Jordan, resolva o sistema S e apresente a
sua classificagao.

-y + z = 2
S:{ —x + 3y = 5
2x + 6z = 20

Resolucdo: A matriz aumentada de S é

0 -1 1| 2
-1 3 0] 5
2 0 6|20

Observe que € possivel se ter um pivd na primeira posicao da primeira linha, desde
que troquemos as linhas L; e L, e apds isso, multipliquemos a linha L; por —1. Vejamos:

el -1 30 5 Li—-Lij]1 -3 0|-5
1 20 -1 1| 2 0 -1 1| 2
2 0 620 2 0 6|20
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Agora, deve-se usar o pivo (que é o ntimero 1, localizado na primeira linha e na
primeira coluna da tiltima matriz) para zerar todos os elementos da sua coluna. Isso
pode ser feito da forma:

1 -3 0|-5
0 -1 1 2
Ly — —2L1+1L3]| 0 6 6| 30

Para que apareca o pivo na segunda linha, basta multiplicarmos a L, da dltima
matriz por —1.

(1 -3 0|-5]
L,——-L,0 1 -1|-2
|0 6 6|30 |

Usando o pivd da linha L, para zerar os outros elementos da sua coluna, obtém-se:

Li— 3L,+L; [1 0 -3]|-11]
01 -1| =2
Ly— —6Ly+L3| 0 0 12| 42 |

Para conseguir o pivo na terceira linha da tltima matriz obtida, basta substituir a
linha L3 por ela mesma multiplicada por 1/12. Vejamos:

1 0 -3|-11
. 01 -1| -2

Is— —ILs| 0 0 1] 7/2
12

Para finalizar, basta apenas zerar todos os dois numeros acima do pivd obtido.
Fazendo isso, obtém-se a matriz:

Ly —3L3+1, 1 0 0|-1/2
Ly— L3+L,| 0 1 0 3/2
0 01 712

A matriz resultante das operacoes elementares esta claramente na forma escalonada
reduzida. O sistema S’ associado a ela é:

-1/2
3/2 .
712

x
S y

V4

Sendo assim, a solucdo geral do sistema S é tinica e dada por a = (—%, %, %), 0 que
implica que ele é classificado como possivel e determinado.

Exemplo 8.17 Considere uma livraria e trés de seus clientes Cy, C, e Cs, cujos valores
pagos em compras feitas foram de, respectivamente, R$ 39,00; R$ 227,00 e R$ 315,00. Esses
clientes sdo amigos e precisam lembrar do preco unitdrio dos produtos que compraram,
contudo, perderam as notas fiscais das compras e ndo conseguiram entrar em contato
com a livraria. Sabe-se que o cliente C, comprou apenas um livro, uma borracha e um
grampeador. O cliente C, comprou 7 livros, 5 borrachas e um grampeador. Finalmente, o
cliente C3 comprou 10 livros, 4 borrachas e apenas um grampeador.

a) Monte um sistema linear que represente o consumo de cada cliente.
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b) Usando o método de Gauss-Jordan, obtenha o valor unitdrio do livro, da borracha

e do grampeador.

¢) Esse sistema pode ser classificado como possivel e indeterminado? Justifique.

Resolucao:

a)

b)

Nesse problema pratico, devemos associar uma varidvel (ou incégnita) para re-
presentar cada tipo de produto comprado. Fagamos a seguinte associacao:

l=livro, b=borracha e g=grampeador.

Entdo, os valores totais pagos por cada cliente podem ser representados por:

Ci:l+b+g=39 Co: 71+5b+ g =227 Cs: 10/ +4b+g=315

Portanto, o sistema procurado é

I + b + g = 39
S: 71 + 5b + g = 227 .
10/ + 4b + g 315

Para se obter o valor unitdrio de cada produto comprado basta descobrir os
valores de [/, b e g. Para isso, vamos resolver o sistema S pelo método solicitado,
Gauss-Jordan.

A matriz aumentada do sistema S é

Vamos aplicar operagdes elementares nas linhas dessa matriz até que ela fique na
forma escalonada reduzida. Vejamos:

1 1 1] 39] 1. [1 1 1] 39

Ly —-TLi+La| g _2 _g|-46 LZ_’_ELZ 0 1 3| 23

Ly— ~10Li+13] o 6 —9|-75 | |0 6 -9|-75
Ly——-Lo+Li[1 0 -2]16 | [1 0 -2]16
01 3|23 1 o1 3|23
L3 — 6L+ L3 0 0 91|63 LS_’§L3 0 0 1 7

Agora, basta utilizar o pivo da linha L3 para zerar os elementos acima dele. Com
isso, obtém-se a matriz aumentada na forma escalonada reduzida e, consequen-
temente, o seu sistema associado S, equivalente ao sistema original, S.

Ly— 2L3+Li[1 0 0130 l = 30
Ly— -3L3+L|{ 0 1 0| 2 S b = 2.
00 1| 7 g = 7

Entao, a solugdo geral do sistema S é a = (30, 2, 7), ou seja, o preco unitédrio do
livro comprado é R$ 30,00, da borracha é R$ 2,00 e do grampeador é R$ 7,00.
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c) E facil ver que o sistema S NAO pode ser classificado como possivel e indeter-
minado, pois foi constatado no item b) que ele possui solucdo tinica. Logo ele é
possivel e determinado.

8.6 Sistemas lineares homogéneos

Quando b; =0 V 1 <i < m no sistema linear genérico expresso pela Definicdo 8.3,
diremos ele é Homogéneo. Isto é, um sistema linear serd denominado homogénio
quando puder ser escrito na forma

anxy+apx+...+ainxy = 0

a1 X1+ axpXxo+...+ dypXxy = 0
. (8.3)

aAmX1+apeXo+...+amnxn = 0

Sendo assim, a representacdao matricial do sistema (8.3) é AX = 0. Além disso,
percebe-se facilmente que se x; = x, =... = x, = 0, a n-upla (0, 0, ..., 0) é solucao
desse sistema, denominada solugdo trivial.

Portanto, fica claro que um sistema linear homogéneo sempre possui solucdo. Sendo
assim, ele s6 pode ser classificado como possivel e determinado ou possivel e indeter-
minado, ou seja, ou um sistema homogéneo tem apenas uma solugdo (a trivial) ou
possui infinitas solugoes.

O fato de a coluna dos termos independentes do sistema (8.3) ser nula implica que,
ao serem realizadas opera¢oes elementares na sua matriz aumentada, essa coluna nao
serd alterada. Portanto, pode-se apresentar a Observacao 8.5.

Observacao 8.5 Para resolver um sistema linear homogéneo por escalonamento, basta
escalonarmos a matriz A do sistema, desde que, ao se escrever o sistema linear associado
a matriz escalonada, se considere novamente a coluna de zeros.

2x - y + 4z =0
Exemplo 8.18 DadoosistemaT:{ —x + z 0 , useo método de Gauss-
x — 3y + 62 =0
Jordan para obter o seu conjunto solugao.

2 -1 4
Resolucdo: A matriz do sistemaé | —1 0 1 |.Realizando operacdes elementa-
1 -3 6
res obtém-se:
| .
L —aELl 1 -1/2 2 1 -1/2 2
-1 0 1 Ly— Li+Lzf 0 -1/2 3
-3 6 Ly——-Li+L3| 0 -5/2 4
1 -1/2 2] Li— (U2)La+Li[ 1 0 -1 ]
Ly — 20 1 - 01 -6
0 -5/2 4| La— (B5/2)L2+L3| 0 0 11
1 0 -1 L] — L3 +1r_] 1 0 0
01 -6 Lp—6L3+Lz2{ 0 1 0
Ly — (1/11)L3f 0 0 1 001
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X =0
O sistema associado a matriz escalonada é: y 0 , 0 que prova que o
z =0
sistema T possui apenas a solucao trivial, e portanto, seu conjunto solucao é {(0, 0, 0)}.

8.7 Exercicios

1. Escreva os sistemas abaixo nas suas respectivas formas matriciais, considerando
que todas as letras apresentadas nos sistemas representam varidveis.

2x - 3y = -1
a) A: x + 7y — 4z = 11
-3 + ¥y - z = =2
2l + 4m + 3n - 5p = 7
b) B:{ 3l — 7Tm - n + 2p = -4
m + n + p = 0
) -w + 3x - 3y + ¢t = 9
©) C'{ Tw — 2x + 4y = -3
2. Verifique se a = (—1, %, 4) é solucdo de algum dos sistemas abaixo:
X - 2y + 1z = -1/3
a A:{ —x - 3y - =z = -5
5x + 4y - 2z = 3
— 2, — _
b) B: 3x y + £z = -=31/15
-2x -y - z = -8/3

3. (UFMG) Seja p(x) = x3 + ax?+ bx+2 um polindmio em que a e b sdo ntimeros
inteiros. Sabe-se que 1+ /2 é umaraiz de p(x). Considerando essas informacéoes,
DETERMINE os coeficientes a e b.

4. Resolva os sistemas a seguir pelo método de substituicao.

2x — 3y = -8 -7x + 'y = 15 2x -y =3
a){—X+4y=%b){ 3 -2 = -3 C){x—%—%

5. Utilizando o método de Gauss obtenha as solu¢des dos sistemas abaixo e, em
seguida, classifique-os:

3x - 7y + 4z = -1
a) A: x + 2y - 3z = 4
y + z = -1
1, _
3x - 3y + 3z = -3
b) B:{ -2x + y - 2z = 4
x + 3y + 2z = -17/3
9t - 2u - Tv = 25
c) C:X 5t + 3u - 1lv = 13
4t - 5u + 4v = 18
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Il
(S

—-2x + 2y - 4z
d) D: 2x - y + 3t
x — 2y + z — 2t =0

Il
(S}

-2x + y - z = 1
e) E: -y + 2z + 3t = 2
x — 2y + z — 2t = -1
x + 3y + 2z = 2
fy F:{ 3x + 5y + 4z = 4
5x + 3y + 4z = -10

6. Utilizando o método de Gauss-Jordan obtenha as solu¢des dos sistemas abaixo e,
em seguida, classifique-os:

u - 2v - 3w =5
-2u + 5v + 2w = 3
) I -u + 3v - w = 2
u - v + w =20
X +y + z + ¢t - 3w = 7
) X -y + z + + 2w = -5
b) J:4 y — z + 2t - w = 4
2x + z - + qw = -2
) 7x - 3y + 2z - t = 4
C)K'{—x + 5y — 6z + 2t = -1
x + y 3
3x — 2y = -1
d L:{ 2x - 3y = -4
X — ¥y + z = 6
y - z -5
-u + 2v - 4w = 4
el M:{ 7u - 3v + w = -=39/2
3w + 3v + w = 1/2

7. (UFJF) Em uma video locadora, o acervo de filmes foi dividido, quanto ao preco,
em trés categorias: Série Ouro (SO), Série Prata (SP) e Série Bronze (SB). Marcelo
estava fazendo sua ficha de inscricdao, quando viu Paulo alugar dois filmes SO,
dois filmes SP e um filme SB e pagar R$ 13,50 pela locacao dos filmes. Viu também
Marcos alugar quatro filmes SO, dois filmes SP e um filme SB e pagar R$ 20,50
pela locacao dos filmes. Marcelo alugou trés filmes SO, um filme SP e dois filmes
SB e pagou R$ 16,00. Entdo, nesta locadora, o preco da locacao de trés filmes, um
de cada categoria, é igual a:

a) R$7,50 b) R$ 8,00 c) R$ 9,00 d) R$ 10,00

8. (UNESP) A agéncia Vivatur vendeu a um turista uma passagem que foi paga, a
vista, com cédulas de 10, 50 e 100 délares, num total de 45 cédulas. O valor da
passagem foi 1.950 délares e a quantidade de cédulas recebidas de 10 délares foi
o dobro das de 100. O valor, em dolares, recebido em notas de 100 pela agéncia
na venda dessa passagem, foi:

a) 1.800 b) 1.500 c) 1.400 d) 1.000 e) 800
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9. (ULBRA) Determinando os valores de a e b, a fim de que o sistema

2x + 2y = b
2x + ay = 6
seja indeterminado, o produto ab é:
a) 36 b) 24 c) 18 d) 12 e)6

10. (FGVR]) Se5x+7y+2z=33e2x+3y+2z=12,entdo x+ y éigual a:
a) 6 b) 7 c8 d) 9 e) 10

11. (Fuvest - SP) Calcule a e b para que o sistema linear

ax + y = b
X + ay = b

nao admita solucao.

12. (Unicamp) Resolva o seguinte sistema de equacoes lineares:

2x + y + z + w =1
x + 2y + z + w = 2
x + y + 2z + w = 3
x + y + z + 2w = 4

13. (UFMG) Determine o valor de k para que o sistema abaixo admita solucao:

-4x + 3y = 2
5x — 4y = 0
2x - y =k
x + y + z = 0
14. (FGV) Resolvendo{ 2x - y - 2z = 1 , obtém-se para z o valor:
6y + 3z = -12
a) -3 b) -2 c)0 d?2 e3

15. (Maud) Para que valores de k o sistema abaixo € possivel e determinado?

kx + 3y = 2
2x — y =0

16. (Fuvest - modificada) Considere o sistema linear nas incognitas x, y, z e w:

2x + my = =2
X + ¥y = -1
y + (m+1)z + 2w = 2
z - w = 1

a) Para que valores de m, o sistema tem uma tinica solucao?
b) Para que valores de m, o sistema nao tem solucao?
¢) Para m =1, calcule o valor de 2x + y—z—2w.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

x + (c+1y
cx + y = -1’
(x, ¥) com x = 1. Entdo, o valor de c é:

(Fuvest) O sistema { onde c # 0, admite uma solucao

a) -3 b) -2 c)-1 d1 e) 2
x + y = 5
(IBMEC) Considere o sistema linear x — ¥y = -3 .Paraque o sistema
kx + ky = 20

seja possivel devemos ter:
a) k=4 b) k=3 k=2 d k=1 e)k=0

(FGV) Mostre que existem infinitas triplas ordenadas (x, y, z) de ntiimeros que
satisfazem a equagdo matricial:

1 2 -1 0
X 2 (+y- 10 |+z-[ =10 | = O [.
-1 1 7 0

3x + 2y = p*-16

ox - y = f+d Calcule f de forma que ele seja homo-

Seja o sistema {

géneo.

Usando a matriz escalonada (ou escalonada reduzida), obtenha a solucao dos
sistemas homogéneos:

u + v — 10w = 0 x + y + z =0
a) I:{ u - 5w =0 b) J:{ 2x + 2y 4+ 4z = 0
v — 3w =0 x + y + 3z =0
b + 2z = 0
Pode-se afirmar que o sistema{ —x + 2y + 2z = 0 épossivel eindeter-
x + y + z =20
minado? Justifique.

X + y + 2z + w =
Mostre que o sistemay —x + ¥ + 2w =
X + 5y + =z =

é possivel e indeter-

S OO

minado, sendo que suas solu¢des sdo da forma a = (%/1, —1—’}), —gxl, /l), VAeR.

(SpeedSoft) Numa sala, as cadeiras tém 4 pernas e os banquinhos, tém 3. O total
de assentos € 10 e o total de pernas é 34. Quantas cadeiras tém nessa sala?

Se o polindmio P(x) = 2m+3n— p)x*>+(m+n—-5p)x + (p—2) é identicamente
nulo, asoma m+ n+ p éigual a:

a) -3 b) -6 c)8 d)5 e) 12
(FGV) Num escritério hd 3 impressoras: A, B e C. Em um periodo de 1 hora:

* AeBjuntas imprimem 150 folhas;
* A e Cjuntas imprimem 160 folhas;
* B e Cjuntas imprimem 170 folhas.
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27.

28.

29.

30.

31.

Em 1 hora, a impressora A imprime sozinha:
a) 60 folhas b)65folhas c)75folhas d) 70 folhas  e) 80 folhas

(Mack) Um supermercado vende trés marcas diferentes A, B e C de sabdo em
p6, embalados em caixas de 1kg. O preco da marca A é igual a metade da soma
dos precos das marcas B e C. Se uma cliente paga R$14,00 pela compra de dois
pacotes do sabao A, mais um pacote do sabao B e mais um do sabao C, o preco
que ela pagaria por trés pacotes do sabao A seria:

a) R$12,00 b) R$ 10,50 c) R$ 13,50 d) R$ 11,50 e) R$ 13,00

(UFC) Se um comerciante misturar 2 kg de café em p6 do tipo I com 3 kg de café
em po6 do tipo II, ele obtém um tipo de café cujo preco é R$ 4,80 o quilograma.
Mas, se misturar 3 kg de café em p6 do tipo I com 2 kg de café do tipo II, a nova
mistura custara R$ 5,20 o quilograma. Os precos do quilograma do café do tipo I
e do quilograma do café do tipo II sdo respectivamente:

a) R$5,00eR$ 3,00 b) R$ 6,40 e R$ 4,30 c) R$ 5,50 e R$ 4,00
d) R$5,30 e R$ 4,50 e) R$ 6,00 e R$ 4,00

(VUNESP) Uma pessoa consumiu na segunda-feira, no café da manha, 1 pedacgo
de bolo e 3 paezinhos, o que deu um total de 140 gramas. Na terca-feira, no
café da manh3, consumiu 3 pedacos de bolo e 2 paezinhos (iguais aos do dia
anterior e de mesma massa), totalizando 210 gramas. A tabela seguinte fornece
(aproximadamente) a quantidade de energia em quilocalorias (kcal) contida em
cada 100 gramas do bolo e do paozinho.

Alimento Energia
100g bolo 420kcal
100g paozinho 270kcal

Ap06s determinar a quantidade em gramas de cada pedaco de bolo e de cada
paozinho, use a tabela e calcule o total de quilocalorias (kcal) consumido pela
pessoa, com esses dois alimentos, no café da manha de segunda-feira.

(UFSCar) Uma loja vende trés tipos de lampada (x, y e z). Ana comprou 3 lam-
padas tipo x, 7 tipo y e 1 tipo z, pagando R$ 42,10 pela compra. Beto comprou
4 lampadas tipo x, 10 tipo y e 1 tipo z, o que totalizou R$ 47,30. Nas condi¢des
dadas, a compra de trés lampadas, sendo uma de cada tipo, custa nessa loja:

a) R$30,50 Db)R$31,40 c)R$31,70 d)R$32,30 e)R$33,20

(Fuvest) Um supermercado adquiriu detergentes nos aromas limao e coco. A
compra foi entregue, embalada em 10 caixas, com 24 frascos em cada caixa.
Sabendo-se que cada caixa continha 2 frascos de detergentes a mais no aroma
limdo do que no aroma coco, o nimero de frascos entregues, no aroma limao, foi:

a) 110 b) 120 c) 130 d) 140 e) 150



CAPITULO

Determinante e a Matriz inversa

9.1 Determinante

Definicao 9.1 Define-se o determinante de uma matriz quadrada A como o niimero que
se pode obter operando com seus elementos seguindo uma regra fixa. Suas notagoes mais
usuais sao: det(A) e|A|. Para matrizes de ordem < 3 ele é obtido da seguinte forma:

1. Se Atem ordem 1, entdo A= [a;;] = det(A) = ay;.

2. Se A tem ordem 2, entdo det(A) é definido como a diferenca entre o produto
dos elementos da diagonal principal pelo produto dos elementos da diagonal
secundaria, ou seja,

an  ap
ay dzo

= det(A) = ajjax — appay.

an app as
3. Se Atem ordem 3, ouseja, A= | a1 ax az3 |,tem-seque:
asy dsz dass

det(A) = |Al = a1 az2a33+a12023 031 +A13021 32— A13 022 (31— A11 A3 A32— (12 d2] 433.

Exemplo 9.1 Obtenha o determinante de cada matriz:

4 3 0 2 -1
Az[—lZ],Bz[ 6 10| €C=[4 13 9
5 -6 3

Resolucao: De acordo com a Definicdo 9.1 pode-se obter o determinante de cada
uma das trés matrizes facilmente.

- Como o tnico elemento da matriz A é o nimero -12, segue que det(A) = —12.

- Para a matriz B tem-se que det(B) = —4- % -3-6 = det(B) = -20.
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- Para a matriz C vale que

det(C)

275
3

5
90+24+§—24

0-%-3+2-9-5+(—1)-4-(—6)—(—1)-%-5—0-9-(—6)—2-4-3

Uma forma muito prética de se calcular o determinante de uma matriz de ordem 3,
sem ter que se lembrar da extensa expressdo apresentada na Defini¢do 9.1, é apresen-

tada na préxima secao.

9.2 Regra de Sarrus

A expressdo para o determinante de uma matriz de ordem 3 também pode ser obtida
ao se utilizar a Regra de Sarrus'. Essa regra consiste em seguir os 7 passos descritos a

seguir:

NS g whd =

multiplicar os elementos da diagonal principal;

multiplicar os elementos da diagonal secundaria;

replicar as duas primeiras colunas da matriz a direita do determinante;
multiplicar os elementos de cada uma das duas diagonais paralelas a principal;
multiplicar os elementos de cada uma das duas diagonais paralelas a secundéria;

efetuar o somatorio dos resultados obtidos nos itens 2 e 3;
do resultado obtido no item 6 subtrair os resultados obtidos em 4 e 5.

A seguéncia de passos da regra de Sarrus € geralmente representada pelo esquema

descrito na Figura 6.

B
an

L0}

sz

™~ A

N\

apz

azz

a3z

a3

ﬂg_g:

XX

33

N

7\

\

a3z

N\

a3

W ¥

f’
ﬁ’l]/

i

~

a2
a2

sz

Sa

Figura 6 — Representacao da Regra de Sarrus.

A partir do esquema descrito na Figura 6 e seguindo os passos apresentados, observe
que chega-se a féormula indicada na definicao de determinante de uma matriz de ordem
3. Vejamos um exemplo numérico da utiliza¢do desse método.

i

Pierre Frédéric Sarrus foi um matemadtico francés, nascido em 10 de marco de 1798 e cuja morte data

de 20 de novembro de 1861. Sarrus foi premiado pela Academia Francesa de Ciéncias, pela autoria de
estudos em integrais multiplas. Ele também descobriu a regra mnemonica descrita na definicao de
determinante de uma matriz 3 x 3, que leva seu nome.
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1 0 3
Exemplo 9.2 Obtenha|T| sabendo queT=| 5 -1 2
2 -1 -2

Resolucao: Como a matriz T é de ordem 3, pode-se utilizar a Regra de Sarrus. Repli-
cando as duas primeiras colunas ao lado da representacao de | T| vem que:

\\.l \0\3// 1/ U/
5 \_1><2>< 5’/—1
2 /—1>(—2>“‘/2\‘_1
—‘:;V —-’2‘/ 0/ \+2 '\u }J

Entao,
IT|=2+0+(—15)—(-6)—(-2) -0 = |T| = —5.

A Defini¢ao 9.1 engloba determinantes de matrizes de ordem < 3. Para os casos
onde as ordens podem ser maiores, € necessario o entendimento de outras definicoes
que auxiliam na construcao do determinante.

9.3 Teorema Fundamental de Laplace

Nesse texto, utilizaremos uma das formas de se definir determinantes para matrizes
de ordem n = 2, que é o Teorema Fundamental de Laplace. Antes disso, alguns novos
conceitos e definicdes serdo importantes. Vejamos:

Defini¢do 9.2 Seja M uma matriz de ordem n = 2, e seja a; j um elemento de M. Define-
se 0 menor complementar desse elemento, e indica-se por D j, o determinante da matriz
obtida ao se retirar a linha i e a coluna j de M.

1 0 3
Exemplo 9.3 ParaM=| 5 -1 2 |, obtenha os menores complementares Dy, e D3;.
2 -1 -2

Resolucdo: Pela Definicdo 9.2, observe que Dy é o determinante da matriz obtida
ao se retirar a primeira linha e a primeira coluna de M. Da mesma forma, D3, é o
determinante da matriz encontrada ao se retirar a terceira linha e a segunda coluna de
M. Entdo, vem que:

Dy = =-1-(-2)-2-(-1)=2+2=4.

-1 2
-1 -2

D3 = é 2':1-2—35:2—15:—13.
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Defini¢do 9.3 Seja M uma matriz de ordem n = 2, e seja a;j um elemento de M. Define-
se o cofator de a; j (ou complementar algébrico desse elemento), e indica-se por A; j, como
sendo o ntimero o

Ajj= (=D Dy

Exemplo 9.4 Observe que A;; e A3y para a matriz M do Exemplo 9.3 sédo:
An=ED"1Dyy=14=4 e A =(-1)3*2.D3p=—-1-(-13)=13.
Admitiremos aqui a utilizacao do Teorema Fundamental de Laplace. Sua demons-

tracdo nao serad apresentada pois estd além da teoria estudada nesse material. Alunos
interessados em estudé-la, podem consultar [27, p. 60; 28, p. 127; 29, p. 252].

Teorema 9.1 (Teorema Fundamental de Laplace) O determinante de uma matriz M,
de ordem n = 2, é a soma dos produtos dos elementos de uma linha qualquer (ou coluna)
pelos respectivos cofatores.

Vamos entender, de forma clara, o que diz o Teorema 9.1. Para isso, vamos considerar
cada um dos dois casos possiveis: escolher uma coluna ou uma linha.

1. Imagine que se escolha a coluna j da matriz M, conforme destaque na figura

abaixo:
[ ayy i - G'U Ain |
M= agy agy - agi| v don
| an1 ane o | ang| o G
Observe que cada um dos elementos dessa coluna (a, j, azj, ..., an;) determina
um cofator associado (A;j, Azj, ..., Apj). O que o Teorema 9.1 garante € que

det(M)=|M|= ale1j+a2jA2j+...+anjAnj.

2. Imagine que se escolha a linha i da matriz M, em destaque na figura a seguir:

@11 @12 -+ dlp

g1 a3 -+ A3
jir -

i1 Qi - Qin

p1 Qupo - Oy
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Assim como no caso anterior, cada um dos elementos dessa linha determina um
cofator associado. Para esse caso, o Teorema 9.1 garante que

det(M)=|M| = ain A+ apAjpp +...+ainAin.

Observacao 9.1 Por esse método percebe-se que o ideal, quando possivel, é escolher uma
linha (ou coluna) que tiver a maior quantidade de zeros.

Exemplo 9.5 Calcule o determinante da matriz abaixo utilizando o Teorema 9.1, esco-
lhendo uma das linhas e depois uma das colunas.

w o1 o O
S W oo
w o N ©

Resolucao: (Escolhendo uma linha) Por conveniéncia, vamos escolher a linha que
possuir a maior quantidade de zeros, ou seja, a primeira ou a segunda linha. Considere-
mos a segunda linha. Entao, pelo Teorema 9.1 vem que:

det(B) = |B]| :3-A21+0-A22+0-A23+2-A24:>det(B):3-A21+2-A24.
0 0

Observe que

0 0 -9
Ay ==D**1Dyy=(-13%|5 3 0 |=-1-81=-81.
30 3
100
Apy=(-1)?*"* Doy =(-1%| 2 5 3|=1-(-9)=-9.
-1 30

Entdo, det(B) =3-(-81)+2-(-9), ou seja:
det(B) = —261.

(Escolhendo uma coluna:) A coluna com maior ntiimero de zeros é a terceira. Portanto,
vamos toma-la como referéncia para a utilizacao do Teorema 9.1, que garante que

det(B)=|B|=0-A13+0-Ay3+3-A33+0-Ayy = det(B) =3- As3
—_—— —— ——

0 0 0
1 0 -9
—det(B)=3-(-1D*3.| 3 0 2[=3-(-87
-1 3 3
. det(B) = —261.

Sendo assim, como ja sabiamos que deveria acontecer, pois € garantiro pelo Teorema
9.1, os resultados obtidos sdo iguais, independente de escolhermos uma linha qualquer
ou uma coluna.
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Propriedades 9.1 (Propriedades do Determinante) Segue do Teorema 9.1 e da Defini-
¢do 9.1 um conjunto de propridades do determinante. Considerando duas matrizes A e
B, ambas de ordem n, as principais propriedades sdo:

1. Se todos os elementos de uma linha (ou coluna) de A forem nulos, det(A) = 0.
2. det(A)=det(A").

3. Se multiplicarmos uma linha da matriz por uma constante, o determinante fica
multiplicado por essa constante.

4. Ao se trocar a posicao de duas linhas de uma matriz, o determinante troca de
sinal.

5. Se A possuir duas linhas (ou colunas) iguais, det(A) = 0.
6. det(AB)=det(A)-det(B).

Observacdo 9.2 Use o Exercicio 3 para perceber a validade das propriedades descritas
na Proposigao 9.1.

9.4 Matriz inversa

Definicao 9.4 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se existir uma matriz B tal que
AB = BA = 1,, diremos que A é inversivel e que B é sua inversa, também denotada por
A~L. Se A ndo for inversivel, diremos que ela é singular.

Teorema 9.2 Se A é inversivel, sua inversa A~ é tinica.

Demonstracio: Como A™! é inversa de A, segue que AA™! = A" A= I,,. Suponha
que exista outra matriz, B, que também seja inversa de 4, isto é, AB = BA = I,,. Entao,

B=I1,B=(A1'AB=A1'AB) =A"'I,=A"".

Exemplo 9.6

7 - 1 3

-2 1 2 7

Resolucdo: Para mostrar o que se pede, basta observar que AB = I,. De fato,

1 3 7 3] [1.7+43-(-2) 1-(-3)+3-1] _[1 0
2 7| -2 1 |T|2747(-2) 2-(-3)+7-1 | |0 1

1. Mostre que B = [ éainversade A= [

AB:[ . =D.

Como AB = I,, segue que B = A~ é ainversa de A.

2. Mostre que se a matriz A possui inversa, entdo A~! tem a mesma ordem de A.

Resolucgao: Como por hipotese A possui inversa, significa que a matriz A é qua-
drada de ordem 7. Seja agora, a sua inversa A~! de ordem r x t. Entdo, AA™! = I,
o que implica que o nimero de colunas de A tem que ser igual ao ntimero de
linhas de A1, ou seja, n = r. Além disso, também se tem que A~! A = I,,, ou seja,
o ntiimero de colunas de A~! tem que ser igual ao niimero de linhas de A4, isto é,
t = n. Portanto, A~! tem ordem n.
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3. Determine a inversa de M =

3 7
5 11 |

Resolucdo: Como M tem ordem 2, segue que M~ ! terd ordem 2. Entdo, a forma
genérica dessa inversa é

a b

c d |’

3a+7c¢ 3b+7d | _[1 0
“lo 1|

M=

Deve-se ter que MM ™! = I,. Logo,
[ 3 7 a b 1 0

5 11 c d 0 1 5a+11c 5b+11d

Pela igualdade de matrizes segue que

3a+7¢c = 1 (1) 3b+7d 0
5a+1lc = 0 (2) 5b+11d = 1
Da Eq. (2) do primeiro sistema vem que
11 (%)
a=——c (x
5
Levando a Eq. () na Eq. (1) desse sistema obtém-se
( 11 ) -33c+35¢ 2c 5
3:-|-——c|+7c=12 —=1=> —=1= c=—-.
5 2
Substituindo o valor encontrado para ¢ na Eq. () chega-se a conclusao que
11
a=——.
2
Resolvendo-se o segundo sistema chega-se a conclusado de que
7 3 4 [ =112 72
b_ﬁed__i = M = 5/2 _3/2].

O Teorema 9.3 garante que dada uma matriz quadrada A, se existir uma matriz B tal
que AB = I, necessariamente acontecerd que BA = I, e portanto, basta que uma dessas
condicoes seja verificada para garantir que B é a inversa de A.

Teorema 9.3 Sejam A e B matrizes de ordem n. Entdo, AB = I, se, e somente se, BA = I,,.

A demonstracdo desse teorema serd omitida nesse texto por estar além do seu
escopo. Contudo, alunos interessados podem pesquisé-la nas referéncias [28, p. 74; 30,
p. 75, 85.

Teorema 9.4 Sejam A e B matrizes inversiveis e de mesma ordem. Entdo, AB é inversivel
e(AB)y"l=B71A"L.

Demonstracao: Por hip6tese A e B sao inversiveis e de mesma ordem, digamos
n. Logo, existem A~! e B~!, ambas de ordem n. Entdo, multiplicando AB por B~1A™1
obtém-se que:
(AB)(B'A ) =ABB YA ' =AL,A ' =AA =1,,=(B"'A7!) (4B).

Portanto, a inversa de AB existe e é iguala B~1A™1. m
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Observacao 9.3 Na Definicdo 9.4 ficou claro que nem toda matriz possui inversa. Um

exemplo desse tipo de matriz é A = [ 2 8 . De fato, considere que exista B = ? Z ]
tal que AB = I, ou seja,

30)][ab]_[10

2 0 c d| |0 1]

Isso implica que a=1/3 e a =0 simultaneamente, o que é um absurdo, e mostra
que é impossivel que exista a matriz B = A™'. Portanto, A é uma matriz singular.

Entdo, serd que existe uma condicdo que garanta quando uma matriz quadrada A
ird possuir inversa? A resposta para essa pergunta € sim e € dada pelo Teorema 9.5, cuja
demonstra¢cdo completa pode ser obtida em nossas referéncias [28, p. 109; 31, p. 176].

Teorema 9.5 Uma matriz A de ordem n admite inversa se, e somente se, det(A) # 0.

Demonstracao: Aqui, vamos demonstrar apenas a “ida’, ou seja: Se A admite in-
versa, entdo det(A) # 0. De fato, como existe A~! tal que AA™! = I,,, pela parte 6 das
Propriedades 9.1 segue que:

det(AA™") =det(A)-det(A™").
Além disso, como det(I,) =1 (Veja o Exercicio 10), segue que
det(A)-det(A™")=1. 9.1)
Da Equacao (9.1) segue diretamente que det(A) # 0. [

Observacao 9.4 A Equacdo (9.1) permite obter outra conclusdo muito uitil, que é

1
" det(A)’

det(A™)

ou seja, o inverso do determinante de uma matriz é igual ao determinante da matriz
inversa.

Corolario 9.1 Considere A uma matriz quadrada. Entdo, A é singular se, e somente se,
det(A) =0.

A demonstragao da validade do Coroldrio 9.1 pode ser feita como consequéncia
direta do Teorema 9.5.

Exemplo 9.7 Para a matriz M parte 3 do Exemplo 9.6 tem-se que

det(M):' 2 171 ’:3-11—7-5:33—35:—2.

Portanto, pela Observagdo 9.4 vem diretamente que

1 1
d t M_1 = = ——.
¢ ( ) det(M) 2
De fato, observe que
11 3) 75 33 35 1
det(M_l):(——)'(——)——-—:——_:__
2 2] 22 4 4 2
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9.5 Método pratico para determinacao da inversa

Com base na parte 3 do Exemplo 9.6, onde se usa uma matriz de ordem 2, vimos
que uma forma de obter a inversa de uma matriz qualquer, M, de ordem n, é supor a
existéncia de uma matriz M~! genérica, também de ordem n, e forcar para que ocorra
MM~ = I,,. Com isso, chega-se a um sistema que de n equacdes e n incégnitas, que ao
ser resolvido permite obter os elementos de M~!. Caso esse sistema seja impossivel,
significard que a matriz M néo possui inversa.

Uma forma pratica de se obter a inversa de uma matriz A é com a utilizacao dos
resultados garantidos pelo Teorema 9.6. Discussoes desses resultados, e também suas
demonstracées, podem ser obtidos em livros de Geometria Analitica e também Algebra
Linear [28, 30].

Teorema 9.6 Seja A uma matriz quadrada. Se apenas com operagoes elementares com
linhas for possivel reduzir A até que se obtenha I,,, entdo A é inversivel e A~ é obtida
apos se aplicar a mesma sequéncia de operagoes elementares em I,.

Ora, o Teorema 9.6 garante duas coisas:

i. Se de A for possivel obter I,;, apenas com operacdes elementares, entao A é
inversivel.

ii. Se existe A~! ela é obtida aplicando-se em I,, as mesmas operacdes elementares
usadas no item i.

Isso permite concluir que é possivel aplicar operacoes elementares simultanea-
mente nas matrizes A e I,;, posicionadas da forma

[A]In].

Se com isso, for obtido

(I, | B],

significara que A é inversivel e que A™! = B.
Caso nao seja possivel obter I, a partir de A, significard que A é singular. Vejamos
uma aplica¢do desse método.

Exemplo 9.8 Mostre que A = é inversivel e obtenha A™.

—_—— O
N = =
w NN

Resolucgdo: Primeiramente, vamos escrever a matriz A e I3 na forma [A | I3], ob-
tendo:

0121 00O
11 2(010
1 2 3]0 01

Fazendo a troca L, — Ly vem que

—_ O

DN = =

w NN
[
o
(@]
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Operando da forma L3 — —L; + L3 chega-se a

112({0 10
0121 0O
01 1({0 -1 1

Fazendo L, — —Ly+ L, e L3 — —Ly + L3, tem-se que

1 0 O0[-1 10
01 2, 1 00
0 0 -1/-1 -1 1
Agora, ao se fazer L3 — —L3
1 00[(-11 0
01 2 10 O
0 01 1 1 -1

Para finalizar, basta fazer L, — —2L3 + L,, obtendo

1 00/-1 1 O
010 -1 -2 2
0 01 1 1 -1

Observe que o lado esquerdo, que era onde estavam os elementos da matriz A, foi
reduzido a matriz I3. Isso implica, pelo Teorema 9.6, que A € inversivel e que

-1 1 0
Al=] -1 -2 2
1 1 -1

Observe que quando se quer obter a inversa de uma matriz A, caso exista, serd
geralmente mais pratico usar esse método do que primeiro mostrar que det(A) # 0 para
garantir que a inversa exista e, s6 depois, obter A™!. Isso porque, ao se usar o método,
faz-se as duas acoes simultaneamente, isto €, a0 se mostrar que a inversa existe também
se obtém seus elementos.

9.6 Exercicios

1 -2 0
1. SejaamatrizA=| 7 8 0 |.Obtenha |Al:
2 -1 -3

a) Pelaregra de Sarrus.

b) Pelo Teorema Fundamental de Laplace, usando a terceira coluna.

-2 i 0
2. Determine |B| e |B!| sendo B=| -1 0 -3i
1 -1 2

3. Considere as matrizes

1 2 -3 m 20
A=|4 8 2|,B=| 2 8 0 ,c:[}1 _;],Dz[‘ll o eE:“ :i
00 © -3 00
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Faca o que se pede nos itens abaixo, e indique qual das Propriedades 9.1 esta
sendo verificada em cada caso.

a) Mostre que det(A) =det(B) =0.
b) Conclua que det(C) = det(C").

¢) Multiplique a primeira linha de C por 1/2 e verifique que o determinante da
nova matriz obtida serd igual a % -det(C).

d) Mostre que det(C) = —det(D).
e) Verifique que det(E) =0.
f) Mostre que det(CD) =det(C)-det(D).

. : [3 -2 [ 4 1/3 .
4. Sejam as matrizes C = [ 4 1/3 ] eD= [ 3 _o . Calcule:
a) det(C+D)
b) det(C)+det (D)
. 1 21, .
5. Mostre que a matriz K = [ 4 8 |€ singular.
5 -5 3
6. Qual deve ser o valor de f paraqueamatrizS=| 3 1 -1 | sejasingular?
1 B 2

7. Mostre que a matriz K = nao é singular, sem calcular a sua inversa.

w = o
NN o
© N

8. Usando o Teorema Fundamental de Laplace, calcule det(A) para:

0 -4 3 8 [2 3 1 -6 5 00
-5 0 2 3 3 40 3
VA=l 0 6o02| D450 60 2| 9453 40
| 0 320 |1 56 0
[ 3 -4 3 2 [ 1 -1 i -2i
1 -2 zg 0 -1 2 1 3 43
d A= e) A= . A= 0 -2 2
2 0 —-i -1 0 70 i 0 0 i
| 7 0 —-i -1 | 1 5 i 0

9. Observe que as matrizes dos itens c) e f) do exercicio anterior sdo triangulares,
respectivamente, inferior e superior. Perceba também, que o determinante de
cada uma delas é igual ao produto dos elementos da diagonal principal. Isso ndo
é uma coincidéncia, pois sempre valera a propriedade a seguir:

Propriedade: Para qualquer matriz triangular A tem-se que def(A) é igual ao
produto dos elementos da sua diagonal principal.

Usando o Teorema 9.1 (Teorema Fundamental de Laplace) prove essa propriedade
para a matriz triangular inferior genérica, A, de ordem 5.

10. Como consequéncia do Exercicio 9, conclua que det(I,) = 1.
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11. Para a matriz N obtenha os cofatores A;;, Ay e Ass. Para a matriz M obtenha
A3, A21 € As.
-2 0 2 3 1 2
N= 2 -1 4 M = 3 3 1
1 1 3 -1 1 7
12. Usando o resultado descrito na Observagdo 9.4, obtenha det (H™!) sendo
-1 3 0
H= 2 1 3
-2 2 5
13. Seja A uma matriz de ordem n com det(A) # 0. Mostre que A=[,—= A=Al
14. Utilizando o método determinado a partir do Teorema 9.6 encontre a inversa de
cada matriz, caso ela exista.
R 12 -2 2
VA=l 5 2 1 1 R C)(3:[24
1 2 -1 2
. 2 1 1
d)ngg] e E=]11 1 1
: 2 2 1
. . -1 2 _ 0 1 . Y
15. Sejam as matrizes A = [ 3 5| € B= [ _3 o |-Determine (AB7!)".
1 2 3 -1
16. (UFBA) Considere as matrizes A=| 1 1 |eB=| 2 0 |.Sabendo-se que X
2 1 3 1
é uma matriz simétrica e que AX = B, determine 12y;; —4y12, sendo Y = (yl- j) =
XL
. . . 1/3 0
17. (ITA) Considere P a matriz inversa da matriz M, onde M = 17 11" Calcule a
soma dos elementos da diagonal principal da matriz P.
1 2 3
18. (ITA) Seja amatriz3 x3dadaporA=| 1 0 0 |.Sabendo-se que B é a inversa
3 01
de A, calcule a soma dos elementos de B.
19. Determine os possiveis valores de § para que se tenha det(A) =0.
6 6-1 3
a) A= 5;2 ‘; b) A=| 0 256 5
6 -1 0
. ~ 1 3
20. (FGV) Considere a equacdo det(A—xI,) =0,onde A= [ R Calcule a soma

das raizes dessa equacao.



CAPITULO

Respostas e dicas dos exercicios

Capitulo 1

1. a) ~ P: x ndo é multiplo de 5 ou (x + 4) ndo é multiplo de 7.
b) ~ P: Henrique nao é mineiro ou Mdrio é bahiano.
¢) ~ P: A caneta é azul e o lapis tem ponta.
d) ~ P: y é um niimero impar e (y — 3) é par.
e) ~ P: Existe algum prédio sem janelas.
f) ~ P: A blusa nao é azul e o spato ndo é preto.
g) ~ P: Existe algum ntimero primo par.
h)~P:x<3o0uy>0.

i) ~P:xéimpare yé par.

2. a) (H) p é um nimero primo. (Mp=2.

b) (H) n objetos colocados em, no maximo, (n — 1) gavetas.
(T) Pelo menos uma delas conterd pelo menos dois objetos.

¢) (H) Ntmero par maior do que 2. (T) E a soma de dois ntimeros primos.
d) (H) x* +x=0. (T)x;=0exp=-1.

e) (H) Cada divisdao do plano em regides nao superpostas.
(T) E sempre possivel colorir as regides usando apenas 4 cores, de forma que regides com
fronteira comum nédo tenham a mesma cor.

3. a) Q= P:Se x =4, entdo x é um nimero natural e x2 = 2.
P=>Q[F)eQ=>P(F

b) Q = P: Se ha sol o céu nao estd nublado.
P=>Q([F)eQ=>P (V)

c) Q > P:Se uma caneta é vermelha, entao ela nao é azul.
P=>QF)eQ=>P (V)

d) Q= P:Se x é um multiplo de 4, entdo ele é um ntimero par.
P=>QF)eQ=>P(V)

e) Q= P:Se y é um ntimero inteiro, entao ele também é natural.
P=Q(V)eQ=> P (F)
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4. a) Condicional: (H) 3+3=5. e (T) O circulo é um quadrado.
b) Condicional: (H) x é par. e (T) x3é par.
c) Condicional: (H) um poligono que é um quadrado. e (T) E um retangulo.
d) Bicondicional: (=) Um ntimero qualquer a é racional, entio o> também é racional.
(<) Se a? é racional, entdo « é racional.
e) Bicondicional: (=) Se n é par, entdo n + 1 também € par.
(<) Se n+1 é um ntmero par, entdo n é par.
5. a) (DICA) Suponha que x é par e use o item a) da Defini¢do 1.12. Em seguida, obtenha x%eusea
hipétese (x* é impar) para chegar a um absurdo.
b) (DICA) Idem ao anterior, mas usando o item b) da Definicao 1.12.
¢) (DICA) Use a hipétese para obter que 2k = k, em seguida, como deve-se admitir que a tese é
falsa, ie, k # 0, significa que é permitido dividir ambos os lados da igualdade por k, que levaréd a
um absurdo.
6. a) Qualquer n par escolhido serd um contra exemplo.

b) Qualquer x impar escolhido serd um contra exemplo.
c) 11 da=2eb=3 e) x =41.

7. Demonstracdo deixada a cargo do leitor.

8. Demonstra¢oes deixadas a cargo do leitor.

9. Demonstragoes deixadas a cargo do leitor.

10.

11.

12.

19.

20.

a) Paulo nao é paulista.

b) Paulo é paulista e Ronaldo é carioca.

¢) Paulo é paulista ou Ronaldo é carioca.

d) Se Paulo é paulista entdao Ronaldo € carioca.

e) Se Paulo é paulista entdo Ronaldo nao é carioca.

a)pAg b) (~p)vp c)g—p d) (~pA(~q)
b) 13. ¢ 14. ¢ 15. ¢ 16. ¢ 17. ¢ 18. ¢
Demonstracao deixada a cargo do leitor.

Basta dividir as moedas em trés grupos: A, B e C. Coloque trés moedas em cada um dos grupos A
e B, e duas no grupo C. Coloque o grupo A em um prato e o grupo B em outro prato da balanca.
Temos apenas dois casos a serem analisados:

a) Se abalanca se equilibrar: significa que todas as moedas desses dois grupos possuem o mesmo
peso, e consequentemente, a moeda mais leve estard no grupo C. Como o grupo C tem apenas
duas moedas, bastara colocar cada uma delas em um prato e verificar, sem divida, qual é a mais
leve.

b) Se a balanca pender para um dos lados: a moeda mais leve estard no lado mais leve. Sendo
assim, descarte as moedas do lado mais pesado e as do grupo C, ficando, apenas, com as do grupo
mais leve, que terd trés moedas. Dessas trés, escolha duas e coloque uma em cada prato. Temos,
novamente, dois casos:

i. Se a balanca se equilibrar: a moeda mais leve é, sem divida, a que nfo foi colocada nos
pratos.
ii. Se a balanca pender para um dos lados: a moeda mais leve serd, sem duvida, a do lado mais
leve.

Em qualquer um dos casos, a balanga foi utilizada apenas duas vezes.
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Capitulo 2

1.

13.

14.
15.
16.

17.

18.

19.

20.

a) Numeros pares maiores do que 2 e menores do que 14.
b) Numeros primos menores ou iguais a 7.

c) Satélite natural da Terra.

d) Planetas do sistema solar com excecao da Terra.

Os conjuntos C e E sdo unitérios.

Os conjuntos A e D sdo vazios.

aVv b)Vv Vv d)F e)F fHv g F h)F

v A% k) F hv mV nVv oV p)F

aVv b) F [JAY AV e)F f)F gV h)F 1AY j)F
aF b)F Vv d)F e)F f)F

Sim. Basta observar que A = QNR = Q, j& que a intersecdo entre esses conjuntos representa o
conjuntos dos nameros que estdo em Q e em R a0 mesmo tempo e que B =1—-Q =1, pois é o
conjunto de todos os ntimeros que estdo em [ e que ndo estdo em @Q, ou seja, todo o conjunto [.
Portanto, AUB=QUI=R.

e) 9. e 10. e) 11. b) 12. 78

(Dica) No primeiro caso lembre-se de mostrar que AUB c BU Ae que BUAc AU B. No segundo,
aideia é a mesma, mas com seus conjuntos especificos.

(Dica) Raciocinio andlogo ao do exercicio anterior.
A cargo do leitor.

E preciso mostrar que (AU B)¢ ¢ A°n B¢ e que A° N B® c (AU B)C. Para a primeira inclusao,
considere x € (AU B)® = x ¢ AU B. Agora, lembre-se do que significa negar o conectivo OU,
representado aqui pelo simbolo de unizo. Com isso, vocé chegara que x € A® N B¢,

Dois conjuntos sdo disjuntos quando possuem interse¢do vazia. Ora, por defini¢ao, os irracionais
sdo exatamente os nimeros que nao podem ser escritos como quociente de inteiros, ou seja, os
que ndo sao racionais. Logo, nenhum nimero pode ser racional e irracional simultaneamente, o
que implica que QN0 = @, ou seja, sdo disjuntos.

Conclua que #A = 0 e que #P(A) =1 =2° que #B = 1 e que #P(B) = 2 = 2!, que #C = 2 e que
#P(C) = 4 = 22, ¢, finalizando, conclua que #D =3 eque#P(D)=8= 23. Com isso, percebe-se que

é provavel que se #K = n entao #P(K) = 2".

(Dica) Observe que para os dois conjuntos finitos A e B, tem-se apenas trés possibilidades: A c B,
ANnB=¢pe AnB# @ com A#B.

a) (A c B) Nesse caso, basta usar que n(AU B) = n(B) e que n(An B) = A.

b) (An B = @) Agora, use que n(AN B) =0 e que n(AU B) = n(A) + n(B).

c) (AN B # @ com A # B) Basta usar que se n(A-B) = x, n(B—A) =z e n(An B) = y, entao
obrigatoriamente deve-se ter que n(AUB) = x+ y + z.

Nos trés casos, é interessante construir os diagramas de Venn para facilitar a visualizacao.

a) 615 alunos estudam inglés ou francés.

b) 97 alunos ndo estudam nenhuma das duas linguas.



152 Capitulo 10. Respostas e dicas dos exercicios

21. As partes destacadas em cinza representam os conjuntos indicados:

a] b@ C@ | @
e R B u DA B u 9 A B ]
22. ¢
23. a) AUB={-1,0,2,3,4,5,6} b) AnB=1{2,3}
c) A—B=1{4,5,6} dB-A={-1,0,1}

24. a) V: (Dica) Uma forma de provar isso, é supor a soma de um racional x com um irracional y, e
considerar que x + y é um racional z. Com isso, fica obrigatério que y deve ser racional (porque),
o que é um ABSURDO!

b) V: (Dica) Basta apresentar dois irracionais, p e ¢, cujo produto resulte em um racional. Exemplo,
p=q=v2.

c) F: (Dica) Basta apresentar um contra exemplo, ie, dois irracionais, p e g, cuja soma resulte em
um racional. Exemplo, p=me g=—m.

d) V: (Dica) Basta lembrar que toda dizima periédica é racional. Vocé sabe como escrever 1,8888...
como quociente de inteiros de denominador ndo nulo?

25. (Dica) Basta observar que ndo existe intersecao entre as ragas e, por isso, o total de individios
da comunidade (letra a) serd dado pelo somatério do total de individuos amarelos, brancos e
pretos. Além disso, a hipdtese de que 350 individuos nao sao pretos, significa que 350 deles ou sdo
brancos ou sdo amarelos. Logo, o nimero de brancos adicionado ao ntimero de amarelos deve ser
igual a 350, o que permite obter o nimero de individuos amarelos.

26. CB=A-B=[0; 11U 3; 5 27.0)

28. Nao. Considere os conjuntos A = {1, 2, 3} e B =1{0, 1, 2, 3, 5}. Entdo, como A — B representa o
conjunto dos elementos que estdo em A mais ndo estdo em B, segue que, para esse caso, A—B = @,
ja que nao existe elemento em A que ndo esteja em B. Isso sempre ocorrerd nos casos onde A c B.

29. A Cl=R-Q=1

N _
b)C, =7_
c) Cg' = Q—N, ou seja, todos os nlimeros racionais que nao forem naturais.
d) CL=R-1=0Q
e) C% =Q -7, isto é, todos os racionais que nao forem inteiros.
30. Cy=B-A={a, b, h, i, j}.
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Capitulo 3
1. a1 b) 13 o1 d) 75
e) —5 f) 555 ou 0,027 g% h) £
DF 8 K & n 2
m) 1 n) -1 0) -3 P) — Tose05 U — 0,000001
2. Z=0seaépar e Z=2seaéimpar.
3. (x-y)*° 4. b) 5. b)
6. Considere, por exemplo, —32 ¢ 2%, Para esses casos temos que:
-3=-3-3)=-9#(-3°=(-3)-(-3) =9 = -3* #(-3)°
2% =033 =09 =512 # (23) =82 =64 = 2% # (23)°.
7. d) 8. a)al® b) (a-b)"? c) al*-b° d) (a-b)*°
9. x—5y6 10. a) x5y10 b) xloyz C) x2y24 d) x33y—30 e)
1
13. Aresposta do aluno esté errada. (Dica) Basta observar a Definicao 3.3.
14. a)2 b) 1 c)2
a-1 se a=1
43 o f){ l-a se a<l
g -2 h) 7 i-2
)5 k) -3 )-8
x—=2 se x=2 X+5 se x=-5
15. a){ 2—-x se x<2 b){ -x-5 se x<-5
_ 3
){Zx 3 ose x= d)—5x+2, ¥V xeR
3-2x se x<j3
Va2b = Yabih \/x_yz — 18 x9y18
16. ay{ Vab? = Va2b* b){ VxZy3 = N/x12y18
Va3 = ¥a%pb VxZy = W/xhy?
Vadh: = ¥a9pb \/xz_y4 - %1020
c) B2 = ¥g30p2 D Vxy2 = WA
6 xyz 12 x2y4 10 20 = 10 203
17. aF b F oV dF eF fHF gF hV i)V jHF kV DF
18. a)14 b) 3v2 c) 12 d)9 e)5 f)5v2
g 4v2 h) 16vV/4 i) 20v/5 j)av2 K 6V3 1) 3v2
19. ) % b) 6 0) V5 d) V5 e) 3 ¥/37
20. a)10v2 b) 10v2-V3 c) 33 d)2+ V72

x+y
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21. a3 b)2 V2 o) Vb3 d)23
22, a) 12 b) Y23 0 V3 d) 34 e) -2(vVZ+V3) ) BVTv2)
23. a) 712 b) 28/3 ¢) 32/15 d) 3-2/3 e) 32/3 f7
24. a3 b) ¥ 02 d 2 e) 1043 f)10 g
25. -158 26. m:% 27. b) 28. d) 29. ¢
30. a) 31. a) 32. ¢ 33. o 34. d)
35. b) 36. a) 37. e 38. V729, V121, V38416
39. o 40. ¢

4]1. O montante serd de R$ 714,12.

42. 1,5x 108 km

47. e)

53. d) (Dica) Pode-se escrever

43. 3x10714

48. e) 49, a)

416

(Dica) Observe que é necessdrio converter 1,5 ano para meses.
44. 9,46053 x 10'* km 45. e) 46. a)
50. ¢ 51. a) 52. a)

como poténcia de 2 e, posteriormente, desmembré-la como o

produto de duas poténcias de 2, sendo que uma delas deve ter expoente 25. Com isso, usando

a propriedade do produto de poténcias de mesmo expoente, obtém-se, do lado esquerdo da

igualdade, uma poténcia de 10. Em seguida, pode-se escrever a poténcia de 2 que sobrou em

notacao cientifica e usar o produto de poténcias de mesma base para agrupar as duas poténcias

de 10 do lado esquerdo da igualdade, restando apenas comparar os seus dois lados.

54. d)

55. VA4 +B2=5

57. a) y(2017) =204.231.702 habitantes.

58. b)

Capitulo 4

1. a)Re(z)=-3 e Im(z2)=7

c) Re(z) = —% e Im(z)=-4

2. a5+i

3. al7

4, a)x; =

Cc)x) =

. 19 37
b)3-1i oy —%F

b) -1-2i c)2-2j

4

e xp="-1

_1-i
X2 =

5, ax-7-0)x-7+i)=0

6. d

7. x=5ey=2

56. a)

b) Diferenca percentual de aproximadamente 1,65%.

b) Re(z) =3 e Im(z) = 1%
d) Re(z) =57 e Im(z) =11

d) 48 -39i e) 13 f) 7-24i
d) 2 -17i
b)x1=3i e -3i
d) x; = %\/& Xy = 5752\/51'
b)2(y-3i)(y+i)=0
. b) 9. a=3 10. &)

11. (Dica) Basta considerar, por exemplo: z = x+ yi, z; = a+bi e z; = c+di. Com isso, determina-se
z e, depois, z para resolver a letra a. Em b, efetua-se a soma de z com o que j4 foi encontrado para
z e concluir. Para a letra c, pode-se determinar z; + z, e posteriormente obter zj + z; para que,
com arranjos adequados, conclua-se o que foi pedido. Em d, pode-se utilizar a mesma ideia usada

em cC.

12. 4
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Capitulo 5
1. gr(P)=9 2. a)gr(P)=7 b) gr(P)=0 cgriP=1 d) Agrp
3. a) A+ B=3x%)? b) A—B=-5x%y3 c) B— A=5x%y3
d) A-B =-4x*y® e)-C+4D=-ab f) —-6C-D =4a?b*
4. a) 2xy? b) 8ab?c? c) 9x?ybz8 d) Za’bc3a’
5. (Dica) Basta usar que (x + ¥)® = (x + y)(x + y)?, desenvolver o quadrado da soma e aplicar a
distributiva.
6. a)7x b) —x? +2x+21 c) x> —50x+18
d) —4x®+5x2+7x-2 e)x3—x2—5x+6 ) x3-6x2+11x-6
7. a) a®+4ayab+4b? b) 4b+4av'b+ a? C)§+xiy+% d)#_x%ﬁ#
e) F+2+x° f) x—lz—ﬁ g) 64x% — 144y +108y% — 27y° h) x3 +6x%+12x+8
8. d 9. b) 10. (a+b+c)*=a?+Db*+c?+2ab+2bc+2ac 11. d)
12. a) (f+g)(x) =12— x+5x% +5x° b) (g—h)(x) =3 +4x+ x* +5x3 — x*
o) (h-f)x)=-5-x—4x*>+x*
13. h(x)=2x*>+4 14. gr(f+g <n e gr(fg=2n
15. f(x) = 0. (Dica) Como a fungéo é do segundo grau, pode-se considerar f(x) = ax?+bx+c. Usando

16.

17.

18.

19

20.
22.
23.

que f(1) =0, chega-sea a+ b+ c =0 e, calculando f(x — 1) obtém-se f(x—1) = ax® + (b—2a)x +
(a—b+c). Mas como f(x) = f(x—1), basta igualar os coeficientes correspondentes, obtendo que
a=b=c=0.

©). (Dica) Determine gr (g — h) e posteriormente use a propriedade para o grau do produto de
polindmios ndo nulos para determinar gr [f- (g —h)].

O grau do dividendo é 6 para o grau do resto igual a 1 e também 2. (Dica) Considere D o dividendo,
d o divisor, g o quociente e r o resto. Entao, tem-se que D = qd + r. Logo, gr(D) = gr(qd +r).
Entao, basta usar as propriedades de grau da soma e do produto para obter gr(D).

d)

c). (Dica) Use a propriedade do grau do produto para obter gr(p®), gr(p?) e gr(2p). Em seguida,
basta usar a propriedade do grau da soma, observando que o maior grau prevalecera.

e) 21. a) g(x)=3x>-x+8 e r(x)=—-5x>+21x—11, b)gx)=x*-x e r(x)=-x+13
r(x)=1

¢). (Dica) Analisar cada item, concluindo que apenas o da letra c) é verdadeiro. Para a), tem-se
que p(10) =[2-10-6]1g(10) + 10— 10 =144(10) = 0, pois 10 é raiz de g(x), entao a) é verdadeira.
Calculando p(3) pela segunda expressao de p(x), conclui-se que b) também é verdadeira. Em
c) basta observar que p(x) pode ser escrito como p(x) = (2x — 6)(mx®>+nx—-3)+x—10 e que
o coeficiente d é dado pelo produto dos termos de grau zero dos fatores 2x — 6 e mx? + nx —3
subtraido de 10, ou seja, d = [-6-(—3) — 10] = 8, o que implica que c) é FALSA. Em d) observe
que 2m é exatamente o coeficiente do produto 2x - mx? = 2mx®, que ao ser comparado com o
primeiro termo da primeira expressao para p(x) leva a m =2, ou seja, d) é verdadeira.
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24.

25.
26.
28.

29.

30.

31.

32.
33.

34.

35.
36.

(Dica) Observe que, como g(x) tem a =1 e -1 e -2 como raizes. Entao, pelo Teorema 5.8 vem
que g(x) = (x+1)(x +2). Prove que —1 e —2 também sao raizes de f. Em seguida, conclua, pelo
Teorema 5.5, que f é divisivel por x+ 1 e x + 2, e portanto, pelo Teorema 5.6 sera divisivel por
(x+1)(x+2)=gx).

a) q(x) =5x3—27x*>+82x-246er(x) =725 b) q(x) = 81x*+54x3+36x>+24x+16 e r(x) = 128/3
e) 27. V2I2

Velocidade de A é 10 m/s e avelocidade de B é 8 m/s. (Dica) Considere como v a velocidade de B
e, consequentemente, por v + 2 a velocidade de A. Lembrando que v = distancial/tempo, vem
que tempo = distancial/velocidade. Entdo, o tempo gasto para B dar uma volta é 120/v e o
tempo gasto por A é 120/(v + 2). Use o fato de que A gasta 3 segundos a menos que B, tem-se que
(120/v) —3 =120/(v + 2). Ao se resolver essa Ultima equacdo para v obtém-se os resultados.

x3+ y® = 5/2. (Dica) Ao se substituir as duas condi¢oes dadas na igualdade (x + y)? = x> +2xy + y?
conclui-se que xy = —1/2. Agora, usando que (x+ )3 = x3 +3x?y +3xy? + y® tem-se que x> + y° =
(x+ )3 —3xy(x+ y). Levando o valor de xy e os das duas condi¢des nessa tltima igualdade,
chega-se ao resultado.

3x1x2 =108. (Dica) Como gr(P) =3, segue que P(x) = ax3+bx?+cx+d. Além disso, por hip6tese
ele é divisivel por x — 3 e, por isso, o Teorema 5.5 garante que P(3) = 0. Com isso, conclua que
P(0) =12 e que d = 12. Em seguida, obtenha P(x—3) e use a hip6tese de que P(x) = P(x—3) —x%-3
para obter os coeficientes a, b e c. Sendo assim, P(x) fica determinado e pode ser dividido por
x —3, que resultard em uma divisao exata onde Q(x) = —x2/9-5x/6—4. Multiplicando-se Q(x) =0
por -9, obtém-se uma equacao quadrética equivalente (ou seja, que possui as mesmas raizes de
Q(x)). Aplicando a relacao de Girard para o produto das duas raizes de Q(x), x; e x, conclui-se
que x1x = 36. Como a outra raiz de P(x) é 3, o produto das trés raizes é 3x;x, =336 =108.

Uma solucao possivel é p(x) = x* — (2+3i)x% + (1 +6i) x> — (2+3i)x +6i. (Dica) Basta observar que
como as raizes devem ser i, —i, 3i e 2, o polindmio deve ser divisivel por (x — i), (x+1), (x—3i) e
(x—2). Logo, sera divisivel pelo produto desses 4 binémios de grau 1. Como ele deve ter grau 4
e o produto desses bindmios j4 terd essa ordem, pode-se considerar o quociente como g(x) = 1.
Entdo, p(x) pode ser obtido da forma p(x) = (x— i) (x + 1) (x — 3i) (x — 2).

¢). (Dica) Basta usar as relagoes de Girard para ambos os polinémios.

Qualquer polindémio da forma P(x) = Q(x)(x—2) (x+3)2(x—20)%(x+20)?, onde Q(x) é um polindmio
nio nulo. (Dica) E claro que o polinémio gerado pelo produto (x—2)(x+ 3)2(x—20)2(x+2i)? possui
exatamente as raizes solicitadas. Entdo, qualquer polinémio da forma P(x) = Q(x)(x—2) (x+3)2(x—
20)2(x +2i)? terd pelo menos essas raizes, podendo ter outras também.

a) O menor grau possivel é o grau de (x —2)(x + 3)2(x—20)%(x +20)?, ou seja, 7.

b) Sim! Basta considerar Q(x) tal que gr(Q) > 3.

As raizes sdo: —1 e 1/2. (Dica) Em 2x® + 3x? — 1 = 0 percebe-se que se x*> = 1 e x> = —1 a igualdade
serd satisfeita. Isso acontece claramente quando x = —1, o que implica que —1 é uma raiz. Entao,
2x3 +3x% — 1 é divisivel por x + 1, com quociente 2x? + x — 1, que permite obter as outras raizes,
sendo que uma delas serd —1 (novamente) e a outra sera 1/2.

a=2,b=-2 e ¢c=3

Asraizes sdo: 0, 1+2i, 1-2i, _35‘/5 e # (Dica) Ja que p(1 +2i) =0 segue que 1 +2i é raiz

de p(x), e como os coeficientes de p(x) sdo reais, o Teorema 5.1 garante que 1 —2i também é
raiz desse polinomio. Além disso, como p(x) ndo possui coeficiente independente, é claro que
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37.

38.

39.

40.

43.

44.

47.

48.

49.

50.

52.

53.

54.

55.

56.

p(0) =0, ou seja, 0 é outra raiz. Portanto, p(x) é divisivel por x(x — 1 —2i)(x — 1+ 2i). Agora, basta
efetuar a divisdo de p(x) pelo resultado da tltima multiplicacdo indicada, obtendo um polinémio
de grau 2, que permite obter as outras duas raizes.

a=-1¢e b=0

A f0)=1 bf(-D=0 o fM=4 dfx+D=x>+4x*+5x+4 e) f(f(-D)=1

As raizes sdo: —1, 1, —v2m—1 e v2m—1. (Dica) Basta fazer a substituicdo de varidvel y = x2
em x* —2mx? + (2m—1) = 0, onde se obtera duas raizes, y1 € ¥2 (Observe que como m>1,a
obtengéo de \/(m —1)? é simples.). Em seguida, use o fato de que x = +,/y, para obter as quatro
raizes de p(x).

a) 41. b) 42. a=+v4ie b=1

r(x) = x+3. (Dica) Observe que A pode ser escrito como A(x) = (x—5)g; +8 e A(x) = (x—3)g2+6.
Logo, A(5) =8 e A(3) =6.Ao se dividir A por (x—5)(x—3) teremos que A(x) = (x—5)(x—3)g3+7(x).
Usando essa tltima igualdade, vem que A(5) =r(5) =8 eque A(3)=r(3) =6.Como (x—5)(x—3)
tem grau 2, obrigatoriamente deve-se ter gr(r) = 1, ie, r(x) = ax + b. Calculando r(5) e r(3) com a
funcdo obtida para r(x) chega-se aos valores de a e b.

d) 45. b) 46. P(i)=4+2i e P(%):O

-4, i, —i. Todas com multiplicidade 1, ou seja, sao raizes simples.

gr(P)=23

a) P(x)=2(x-3)(x-2) b) Q(x) =2(x+3)(x-3) C) R(x) = (x —4i)(x +4i)

B S =(x-Dx-27 O TW=Ex-DBx+1)  HUE =4x (x-S (x+ 5
px)=(x-1DBx-1)Bx+1) 51. b)

a=c=-2, b=2 e d=1.(Dica) Como todos os coeficientes sdo reais e i € uma de suas raizes,
pelo Teorema 5.1, segue que —i também é uma raiz. Portanto, pelo Teorema 5.6, tem-se que p(x)
é divisivel por (x — i)(x + 7). Pelo mesmo teorema, como 1 é raiz dupla segue que p(x) também
é divisivel por (x — 1)2. Portanto, pode-se concluir que como gr(p) = 4 e o coeficiente de x* é 1,
deve-se ter que p(x) = (x —i)(x +i)(x — 1)>. Ao se comparar o resultado dessa tiltima multlicacio
com a expressao inicial de p(x) obtém-se os coeficientes.

k(x)=x3-6x2+11x-6

q(—1) = 66. (Dica) Basta utilizar o Teorema 5.8 para escrever g(x) em sua forma fatorada, que
ficard em funcao da raiz que ainda néo é conhecida, e em seguida, aplicar a condicao q(3) =30
para obter essa raiz. Dessa forma, g(x) fica definida e é possivel calcular g(-1).

E s6 apresentar qualquer par de polindmios nao nulos e de mesmo grau, f e g, de forma que o
coeficiente do termo de maior grau de um deles seja simétrico do coeficiente correspondente do
outro. Por exemplo: f(x) =-2x+3 e g(x)=2x+2.Dessaforma, (f+g)(x)=5 e gr(f+g) =0.

a) Verificacao direta, basta efetuar as operacoes.

b) A comutatividade garante que A+ B = B + A. Nesse caso, como A— B = A+ (—B) ela garante
que A-B=-B+Aendo B-A.
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57.

58.

59.

60.

No Exemplo 5.23 percebe-se em a) que gr(A+ B) =3 = max{2,3} porque os polindmios possuem
graus diferentes. De fato, sejam f(x) = a,x" +...+ ag e g(x) = by x™ +...+ by, com ay, by #0
e n > m. Entao, o termo a,x" nunca sera anulado ao se fazer f + g, pois ele ndo serd operado
com nenhum termo de g, o que fard com que gr(f + g) = n = max{n, m}. Uma outra forma
desse fato acontecer é quando n = m e a,, # —by,, pois se a, = by, ao se efetuar a soma teriamos
anX™ + by x™ = —bypx™ + by, x™ =0, fazendo o grau de f + g seja menor do que o maximo entre
m e n, ouseja, gr(f + g) < max{n, m}, conforme se observa na parte b) do exemplo.

a) Nao! Basta considerar, por exemplo, A=2x+1e B=-2x+ 1. Entdo, gr(A+ B) = 0 enquanto
gr(A)+gr(B)=2.

b) Sim! E exatamente o resultado do Teorema 5.4.

¢) Nao! Considere, por exemplo, A = x? e B =4. Entio, gr(AB) = gr(4x2) =2=gr(A).

f(x) =2x%+4x+2. (Dica) Considere f(x) = ax?+bx+c e aplique as condi¢des, ou seja: f(0) =2 =

c=2= f(x)=ax*+bx+2, f(-1)=0=>a-b+2=0 e f(1)=8= a+b+2=8.Resolvendo-se
essas duas equacgoes simultaneamente obtém-se os valores de a e b.

(Dica) (=) Considere P é divisivel por (x — a), ou seja, r(x) = 0 (resto e nulo). Mas, pelo Lema 5.1
tem-se que r(x) = P(a), entdo a é raiz de P.

(<) Considere P(a) = 0. Na divisao de P por (x — a) segue que P(x) = (x — a)q(x) + r(x), sendo
que pelo Lema 5.1 deve-se ter r(x) = P(a). Entao, r(x) = 0 e consequentemente P é divisivel por
(x—a).

Capitulo 6
1. c). (Dica) Basta observar que =¥ =1-2 eque 2 = (’—;)_1. 2. d
3. e). (Dica) Ao invés de escrever m!’? como radical, desenvolva (m” 2o m VY 2)2 usando o quadrado
da soma, e observe que 1/m = m™L.
4. a)3a(-3a+2) b) 10b(b+1) c)25(x+1(x—-1) d) (x-3)(x-2)
e) x(24x—13) f) (B-1E3+1) g) 2a(2a+1)? h) x%(x—1)?
Dx-—yx+y-4) x+x-—y+2) k) (b-c)(a+Db) DU-m)(m-2)
m) (3a+3)(3a-2) n) (1+wl-uw
5. ¢ 6. b) 7. b) 8. a 9. b) 10. b) 11. a) 12. @
13. a 14. o 15. b) 16. d) 17. e 18. ¢ 19. @ 20. e
21. 4@ 22. ¢ 23. ¢ 24, 25. o5 26. b) 27. a)
28. ¢ 29. ¢ 30. a=8, b=-9, c=3 31. b) 32. 33. ¢
34. o 35. d) 36. a 37. b) 38. o
39. b) (Dica) Observe que a igualdade pode ser reescrita como x — /3 = \/m, e que isso garante

que x > v/3 (Porque?). Eleve ao quadrado ambos os lados da tltima igualdade e conclua que
x* —2V/3x +4(v3-1) = 0. Conclua que para essa equacio quadratica vale que A = (4 —2/3 e
com isso, obtenha as raizes da equacao. Uma delas nao poderd ocorrer (Porque?) e a outra sera
x=2€QqQ.
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40.
45.

ﬁ 4]1. -4 42. 2 43. -32 44. a)

a) (Dica) O numerador pode ser fatorado por agrupamento e o denominador pode ser escrito
como o quadrado da soma de dois termos.

Capitulo 7

1.

10.
13.

14.

a) Nio é possivel, pois para se fazer A% e B? é necessario que A e B sejam quadradas.

-9 -9
b) =3(A+B) = 21 -6 ) (Ef)2+(Ff)2=[ 172/4 212/4 ]
-15 -3

d) Nao é possivel, pois o produto DE néo esté definido, j4 que o niimero de colunas de D é
diferente do niimero de linhas de E.

6 25/6

e)D'E+B=| -2 5/4 fypA+F=| 22/3 0 ¢ (DA+F) = | 2213 512
6 3

h)CB+2A=| 22 -6
2 -6

i) Impossivel, pois apesar do produto B!C estar definido, a soma B’C + 2B nio est4, pois as ordens
de B'C e 2B sdo diferentes.

Considere a matriz I3, por exemplo. E claro que ela e diagonal (e obviamente quadrada), porém,
ndo é nula. Ou seja, ndo vale a volta do resultado, sendo I3 um contra-exemplo.

-4 0 2 8 1 3 4
A#B 4, -1/2 0 1/4 1 5. 0 6. A= 3 1 5
-3 0 3/2 6 4 5 1
0 5 5 1
A A=|5 0 7 b) B=| 0 10 c)cz[gfég 2421]
7 8 0 0 0
1 -1 1 0
a)X—[2 3] b)X_[IO]
1 -2
L piyt _
. (A-BY) —[0 3]
a=l4eb=1 1l.a=-1leb=2 12.x=0,y=1, w=+iez=3

a) (Dica) Calcule A2, A% e A% e perceba que em todos esses casos 0s elementos a;; e a2 sdo
sempre iguais a 1, que ap; é sempre igual a 0 e que o elemento ay; é sempre igual ao expoente de
A. Com isso, obtém-se facilmente a matriz A% e, consequentemente, a soma dos seus elementos.
Considerando que A;;xn, Brx: € Cyxy, VEem que:

7.2.1: E necessario que a ordem de B seja n x m, ou seja, que n=re t = m.

7.2.2: E necessario que a ordem de B seja n x u, ouseja,que n=re t=u.

7.2.3: E necessério que A e B tenham a mesma ordem, isto é m=r e n = t, e que C tenha ordem
nxuv,ousejan=u.

7.2.4: E necessario que A e B tenham a mesma ordem, isto é m =r e n = t, e que C tenha ordem
uxm,ousejav=m.
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7.2.5: E necessdrio que A tenha ordem m x n e B tenha ordem 7 x t, isto é, r = n.
7.2.6: A matriz A pode ter qualquer ordem m x n.
7.2.7: E necessério que A e B tenham a mesma ordem, isto é m x n, logo, deve-seter m=ren=t.
7.2.8: A matriz A deve ser quadrada de ordem n, isto é, m = n.
7.2.9: Considerando A de ordem m x n, a matriz nula deve ter ordem n x m.
15. Existem infinitos exemplos de matrizes A, B que satisfazem AB # BA. Um exemplo que pode ser
. . . 1 2 [ -2 1
considerado é o par de matrizes A = 0o 3¢ B= [ 0 2
16. (Dica) Basta mostrar que AB = 0, pois como A # 0 e B # 0, o resultado sera direto.
17. (Dica) Basta mostrar que AC = BC, e como por hipétese se tem que A # B, o resultado fica
verificado.
18. x=5/4,y=-5/4,z=41/4e w=15/4 19. a=11
20. Qualquer matriz K = [ g g ondea=0oua=2eb=0oub=2.
21. b) Aigualdade ocorre quando AB = BA, ou seja, quando as matrizes A e B comutam.
22. a+b+c=2. 23. Sim.
. . ~ -1 3 4 =2
24. Quaisquer matrizes de ordem 2 que néo comutam, por exemplo: A = 5 4 |€B=1 1 5|
1400 1800 1750
25. a)C=AB= 1450 1600 1700
b) O elemento cy3 representa o total de fertilizante do tipo Z, em kg, utilizado na regido Q para as
trés culturas.
26. ©) 27. d) 28. o) 29. e 30. e 31. 4
32. a) (Dica) Pelo item b) do enunciado sabe-se que MC = P, e foram dadas as matrizes C e P. Cons-
trua uma matriz genérica M de ordem 3, cujos elementos sdo my, My, M3, Mo, Moy, Mo3, M31,
ms3z, ma3. Faca a multiplicag¢do dessa matriz, M, pela matriz C, e iguale o resultado a matriz P.
Pela igualdade de matrizes serd possivel obter os valores dos elementos de M, bastanto, posterior-
mente, transpor os nimeros para letras, conforme descrito no item c) do enunciado.
33. a) (Dica) Basta observar que o custo da produgao dos pratos P;, P, e P3 é dado pelo produto PC.
0 0
2 _
34. Ac= 0
Capitulo 8
2 -3 0 X -1 2 4 3 -5 nﬁ 7
1. a 1 7 -4 y:ll] b)| 3 -7 -1 2] n -4
-1/2 1 -1 z -2 0 1 1 1 0
p
w
) -1 3 -3 1 x| _ 9
91 7 2 4 0 y |7 -3
t
2. a=(-1, %, 4) é solugdo apenas do sistema B.
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3.

5.

13.

14.

15.

16.

17.
20.
22.

23.
24.
27.

a=-4eb=3 4. aa=(3,3 ba=(-21) oX={a 2a-3) |acR}

a) a=(1, 0, —1) e o sistema é possivel e determinado.

b) a= (%, %, —4) e o sistema é possivel e determinado.

c) O sistema nao possui solucdo, ou seja, é um sistema impossivel.

d x={(1- %a, —%a, “T_S, a) | @ € R} e o sistema é possivel e indeterminado.

e) X ={(%2, e, =182 g) | a € R} e o sistemna € possivel e indeterminado.

f) O sistema ndo possui soluc¢do, ou seja, € um sistema impossivel.
a) O sistemaI é impossivel.

b) X={(-Y-a,6+3a, ¥ +3a, % a)|acR}eosistema é possivel e indeterminado.

_ f(17-B+8a —-3-13p+40a
c) X—{( 32 32

a, ,6) |a,B e [R?} e o sistema € possivel e indeterminado.
d) a=(1, 2, 7) e o sistema € possivel e determinado.

e) a= (-2, 2, 1/2) e o sistema é possivel e determinado.
a) 8. d) 9. d) 10. 9@ 11. a=-1e b#0 12.a=(-1,0,1, 2)

(Dica) Basta usar o método de Gauss-Jordam para escalonar a matriz aumentada do sistema.
A ultima linha sera equivalente a equacado 0x + 0y = 6 + k. Portanto, para que a igualdade seja
verdadeira, deve-se ter que k = —6.

d)

(Dica) Trocando-se as linhas da matriz aumentada do sistema e fazendo seu escalonamento, a
6+k

segunda linha gera a equagdo 0x + >3~ y = 2, que s6 possui solucdo apenas quando k # —6.

a) (Dica) Basta usar o método de Gauss-Jordan para escalonar a matriz aumentada do sistema.
Com isso, uma andlise nos coeficientes da equacao resultante, que estardo em funcao de m,
permitira concluir que m # 2 e m # 3.

b) (Dica) Basta considerar os casos onde m =2 e m = —3. Sera de fécil percepcao que nao se
pode considerar m = 2 e que o valor m = 3 fard com que uma igualdade falsa apareca, levando a
conclusdo que para esse valor o sistema nao terd solucéo. Portanto, o sistema nédo tem solucdo
param = -3.

¢) (Dica) Usa-se a matriz escalonada para substituir m por 1. Com isso, chega-se a valores para as
quatro varidveis e conclui-se que 2x+ y—z — 2w = 3.

b) 18. a) 19. (Dica) Basta mostrar que o sistema e possivel e indeterminado.
B=-4 21. aya=1(0,0,0) b) {(-a, a, 0) | x € R}

NAO! Ao se resolver o sistema, chega-se apenas a solucdo trivial, o que implica que ele é possivel e
determinado.

Basta resolver o sistema pelo método de Gauss-Jordan.
4 cadeiras. 25. e 26. d)

b) (Dica) Com as informacdes do texto é possivel obter duas equacdes, ambas com um termo
relativo a duas vezes o preco do produto A, digamos 2P4. Isolando esse termo em uma das
equacoes, basta substituir a parte isolada na outra equacdo e serd possivel achar o valor de Py, e
consequentemente, 3P4.
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28. e 29. 453 kcal
30. ¢) (Dica) Com as informac6es dadas no problema é possivel obter duas equacgoes lineares de trés
incégnitas, cujas incégnitas sdo os precos das lampadas. Uma outra equac¢do pode ser obtidas
para a soma dos precos de um modelo de cada lampada, de forma que a soma seja igualada
a uma constante, a, por exemplo, que serd o valor procurado. Resolva o sistema para as trés
equacoes, usando o método de Gauss. Vocé perceberd que uma das linhas ficard com os elementos
representativos das varidveis iguais a zero. Sendo assim, a tinica forma do sistema ser possivel é
que o elemento representante do termo independente dessa linha também seja nulo. Com isso
obtém-se que a = R$31,70.
31. o
Capitulo 9
1. |Al=-66. 2. |B|=|B'|=3+8i.
3. As verificacoes sdo deixadas a cargo do leitor. Os itens das Propriedades 9.1 utilizados para as
letras a), b), ¢), d), e) e f) sdo, nessa ordem, 1, 2, 3,4,5e6.
4. a)det(C+D)=0, b)det(C)+det(D)=0 5. Basta mostrar que |K| = 0. 6. p=-3.
7. (Dica) Pelo Corolério 9.1 basta mostrar que |K| # 0.
8. a)det(A) =650 b) det(A) = —856 c)det(A) =24
d) det (A) = —2m+4+2i[-2v32+m) - V2(1-2)] e) det(A) =50i -2 f) det (A) = —6i
9. Deixada a cargo do leitor. 10. Deixada a cargo do leitor.
11. Para N: AH =-7, Azg =-8, A33 =2. Para M: A13 =6, Agl = -5, Agz =-23.
12. det(H ') =-1/47 13. Deixada a cargo do leitor.
1/2 1/2 1/2 -1/2
-1 2 =10
-1/2 1/2 1/2 1/2
-1_ -1 _ _ -1
WoaA7 = 15 50 12 172 b) B~ = g (1) ‘11 BC
1/2 1/2 -1/2 1/2
1 -1 0
d) D= _?;‘21 _f;g ] eEl=| -1 0 1
0 2 -1
- 4/3 5
15. (AB 1)t: [ 13 -1 16. 12y -4y1,=4
17. Soma=4. 18. Soma =2. 19. a)6=-7, b)6=0 20. Soma =5.
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